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La presente Memoria trata sobre el estn dio <le ciertas ecuaciones de
1—1 aiíí i 1 ton—.J acol:d . En terminos generales, las q re aquí corisi deramos son de
la forína
ut — H(z, u, Vu) = O cii 11{N x]O, T~[ (N =1)
donde T~ < +~ es el horizonte mazimal. cr.iyas solucboires están sujetas a
la pvescripcíon de. liii dato inicial
ii(O) = uo(.) en IRN.
[)et;ernTií n aol as a}) Iicanon es, de contextos mriy variad os, son al;> ordaol as p~u
ecuaciones de. esta natí.í raleZa. Parece obligado reí acionar es tas ecu aciones
nou las <jr.i e sr.i rgen en la, Airean¿ca clásica. II)e<l i cain os, por el lo, algunas
paginas a la preser i tac on corres ¡iondiente, <les tacan do las Iiipotes; s 7C?¿ 71 tttC.S
que cabe exigir. Las ecítaciones de la Optica Geométrica lían sido otro motivo
<le esta NI eíííoria; Lamí)iéu dedicamos algrinois coinen tar i 0)5 a tal cí.rest ion en
los que, mediante argumentos de hamo qeneizacion, obtenemos una version
generalizada de la ecuación e ikonal. Finalvn en te, el denonu nado cnt eno de
1V> rtrop la aplicado al est í.í <1 ¡o ole la propagación del frente de un a llama, <le-
te ¡¡iii u a 01; 10 0 lI)j et í yo <:1e esta NI evn <u ¡ a. Se 1; rata <le uu caso par ticidar oie los
itoittos de p ropaqaeíoí ¿ <le fra nl~ eras al q .íe oled i cay os, a lo largo <le c~ te
ti ab aj o, uii a es ; cci al al; en ci ¿1 í (IIe1:> <1(7) a. sí.í reíe van cta. -
.J unto a las anteriores nrot;ivacioiies, la termiii<)Iogia y <)bjetiv<)s <leí (<an-
ira 1 Optimo [)eteíiui in isla es t ¡1 ¡ zado en ¡ni í It~ t u<l <le ocas ¡ ones a lo largo 11e
las líneas oíire si grieí i . NI ás coricret arr en te, iii tevpretam<)s la s<)lnc ión corno)
la función cosie óptimo de (Tieter ini Iia(i<)s problemas (le optí nuización ab orola—
(10)5 ni cd jan te el [‘rin cipin de la Pro qramac ion Dinámica, cuyo tratamiento
vn atein al; i (:0 determ ¡ ii a. las ecr.r am <iii es en dcii vaolas parc ales <Inc nos <cr.r p~n
l.)e las niot ¡ Van <~ri es an l;er ores ex traen) os alguiras cons deraci 01)es solire
las ecuaciones y la ral;níaleza de las sol¡.iciones quo.: <lebemos tener’ en cuenta.
A unqn e u ri estro est n.ído se aplica, en ocasi otres, a ham¿Ita, ¿¿a;¿os más genel-a—




es ¡lía lierraii)ienta ~.ríííio;ir;lial <Ile Clii pIcamos <:o>í~ frecuencia. Se trata <le una 4
lii pótesis <:onsi.istaii<.:ial arír los i)loolelos <pie hemos <[estacado aI)teriorii)eiite.
Co)) el fin ole precisar irsíestras contribuciones, el caso más iInistrativo esta 4
leflej aol (7) 1)01 1 a. CC co.: i 01
FI (p) = l<p¡ “‘. p E IR.N (m =¡ , R. > 0) 4
cii el q líe englo)baIilos dos ti pos: iii > 1, como e]emplo ole l)anl) iltotí íaííos
estrictamente converos y In = i . como) ‘<:aso limite’ ole los =nitenioves. 4El <:1 asico ni ¿todo de las rarac 1. erístíca..s nresel) ta. j tir) to a sus ii ;I 11<141)1
ventajas, algn.iíios i li<:oiiveliiojiites ¡aía íinestío traba jo En efecto. so;l< atí—
íiííte, en general, so)11.Iciolies clasicas C con ca.nií. lei Muí! Sin embargo el) 4
cl modelo> de propagaí.:íón ole la llan)a, ‘la sollíciol) río (5 1)i siquiera o oír
tirina’; 1)01 O)tra l)arte, ¡iie<l<~ iI)ipe<Llir el estlidio> ob 1 < onTiI)ortaniient() do-’ las 4
so)lucio)iies para tiel)i 7)0)5 lagos (¡líe es <)tiO ole los oh jo tívos <Iestanaolos ¡~
r retel) <1em os. La teo >1(4 ob 1 ¡5 someza; e.s- de viscosidad es uní ‘:alj ce ade—
<:.m.iaolo paa’a el tiatail) í< iii o lo las cliacio)lies <píe consiolevan)os. Motix w los 4])Oi l=isliííj itao:iones ojo 1 liii 10(10 tlot las <:aiao:teristica.s y ole los <¡ire 0>fiO5. <u las
sol liCiOi)(S OeI)<iIa,l izai lás NI <1~ (~raííolal 1 y Y’. L. Liorís introolujeron ías so/e,e,
(tíO 11(5 caí ¿tuiitas 1/ a<:o ladas d< riscas-ida (1 sígín i cli oJo, en ímn primer i))0)1)) 01) te 4i.itia o~sji)eniot de ‘<Nial iolcul < en las .saíiteío;ies de entropía. defirriolas por S N
1< riízkox (lo crerolese <pie íii.iestras eniiacíonioes 50)11, cli gencí al, completa ) r 1
1)0 lun- dIO 5 f~i lo> (¡he olebeiiios aj i.istall)05 al mar e o¡n}-’ estas ofrecer) F 4
esta 1(01 íd <:í.íesl;íoíies clasicas cii cl cstí.í<lío de las F[)P’s (existencia uní
colad ~‘ (‘Si abil iolaoI ) t¡eíieíi itíja respuesta acertaol siip< í tnol<, las caro-’t)< ras
de les eh os l)ieto(los. O ljviaínieíite, las so>! i.ícion~o s sen o’esistent es c<>r~ las uclasio as C’ cííaíi<:lo esta regí.ílar¡olaol es posible. IDespínes <leí pionero ti ahaje
ole NI .0. Cranidall y l’.!.~. Loíís, se lían pro<lu<:iolos otros <íe los niisn)os alt—
toies o en <:o)laboracioii ((i~ . Bailes, 1. Capírzzo Dole:etta. L. 0. Evans. H islí i 4
1’. FA .Soí.ígan id is, . . . ) (Ile l)ali estableciolo ii rut teoría contrastada imra el aúo-’
cíía<bo, t ratalí) íeíito <:le las Ecí.ia<:iones en [)cíivadas Parciales c<>1irpletamel)te
.4Ii íieales.
lI)escvibiiiros a enl;iíií.iacioii. de niíra forma rapida. las vrnícivalcs mli
trilji.ici<>íies que recoge esta N4enoria. Deoli<:ainios uíía es¡)e<:ial atcn( inI) a
.4
la c<>Ifll)rellsio>ii ini oseca de las eci.laciol)es <píe i)0s ocílpan. así como a la
1) at 1.1 ral(tza l( sus sí >11.1 0 líes. Pos ter i or metíte, es tiroli aní os (01) dct aií e dos 4





tiempo finito) mientras ojíle el segunolo tiene que veí con obstí n tos compor—
tain idi tos <píe aparecen cíí los ‘tiempos largos’ .As i, <lespues ole una Primera
[‘arte en la <liJe l)resentainos los modelos antcriornlel)te citados, no~s detene—
1))os, en la SeguIr da, el) 1 a osonsi deracíó u ole ecuac¡ o ues <leí tipo
— l{~VuJ” = O (in > 1, II > O).
Reí tevan)os o; ne, alínque n í.íestras contri bírciones 1)0:1 í.íycn extensioííes a ham ¡
l;oiI) anos vn as generales, el) esta presentacion sólo rl i.ist raremos so:tre ejem píos
p oterr niales ‘sencillos’. Nos lía parecido opo rtuii o> comen zar el) ten i enole las
saNciones <le símílarídad asociadas, lo <inc nos ha aportaolo ir formas ion í u—
teresante ole lo qr.m ‘po<Iía iraber det ras’ dc 1)tres t ros obj et i vos. Aun qíu 1
teorla ole 1 as soltí o?ior)es 0:01) ti unas y acotaol as ole viscosí olad es tú 1) oy Cli dia
en o;lesar-ro II aol a, aún q ucdan algunas o: ííest iones <leí i ca<las por pi-cursar st>t> í Os
1 ;í>s sol u ci 0)1)es oil i scont ími as y no acotadas. No est ole mas rerorola r ol p4~ )t 1
destacado ojríe j í.íega la sen) i cont í n í.í ¡ d aoi en los p robíemas de opt 1 mi zas ion.
1-1 em os recogí <lo, por taír to>, las p rin ni í»fles pro)J) ícol aol es que reo; ucrí l)1OS Cli
el j)o>sterior est u olio), l reseir tan ob, en la forma adecí.i aol a a> unest ros fines, al—
gí.í u as p rop i col aol es esbozao:la>s p<)i~ otros atr tores e ¡1) cluyen do> otras origi n=~>les
tarte ole valer nráo;t i oso corno roncept í.ral. En forma análoga, bern os proo:eolí <lo
con las i oleas sobre semieonuex.idad y m—convolí inion, oíue son de gran u ti Ii—
olas 1. (tomo venimos sen alai)olo, nuestro marro de trabal o son las solrr ioín s
e yo itt lidlmente olisco nt 1 rina-s . por lo oí u e la descripción ole la ecuación y oh lo >s
va leí s ole con torn o) presenta alguna iii corn creción por preci sar, 1<> qíu bernes
lio<ho <1 o en ti u ii aniól) . Coí í este bagaj e, heinos cm plcaolo la conve:; tdad pa~ a
<lo to inir)ai- o:uestio)nes intrínsecas a pvio)r¡ ole las ‘soluciones iríterioíes es le
1.1 e olel)oi)) II)ni)) <>s Tea re ¡va <le Ve rIfícacion. 8 Ci))os oletermiii aol o la clase> ole
los datos i; ida/es admisibles- l)ara 1 os ¡) roN ema>s o]e (?auchy, caracterizados
o;) 1 1 a J) rol;) i e<:1 ad
e llín sup 110(3; ~e1R (vn > 1
IrI—*+~
y con ell<s al) ten emes el I»orizoute Ina3;imal tezapo¿‘al 9? __ < + ~ oso)rresí )Oi)—
d iei)te. Cuatí <lo> se ola el feííónteno <le e:nplaszón en tiempo lía lo (TO) <
liemos caracterizado el comportamiento astntotteo espacial de las soluciones
uit síj uQn,I) = ( +1 < ~




Tainl;iieii itemes cinj;)lcaolc> el To,oí’eína <te Veí’i icac’IóíI para olo;~stao;a> r , u’
toj<les bis con)port am inritos ini ci ales vis ¡ bIes ole estas’ so>I í.í cien es ol ¡ sco u t; íiíi a s
ao< u o-.~ lías oínc in t-, ‘insecame ;>.te tic ¿¿e u -sentido, lo o~ nc nes lía> ayn <lado a> pi ej
col 1)0) <1el.eutos en te it<ter la> pies eí~peíon de lo.s da tos í; ¿ íeiale.s y fo>rtui
sOtO)I de de los ío síílt rdcs de o:oiii¡)aracioii y l.ti)icictacl.
II ol sí e,iriento ( <opititlo i’elacionaitios lo;s piolilemas <pie lies ec.I.i i>>~ SI
¡fi 1 i 1 1 itt a oil ( ( en trol Op ti vio [)etcrni i u ¡sta. La u a-ti í ial eza y (:0)1 nI;) i-e n sí
de o sto u fííeí za y en.tplenieiit;a> las i<leas <~tw tenfaiuios sobre aquellos. a’
es 1 ío u neo it o st ts EDP qí.ie t)0s ínteresaíi tienen, emiileanolo Li>
ticloM4ia clásica. iii eaz-ac ter hípe¡’b ¿lico en el oj ue la repi edad <leí ro d
a’depe> ¿de ;zcia ti críe uu pa>iiel <1 e~ tacaolo. (2 ¡ ei’t aitto;u) te. ex ¡5 ten eí) la 1 ¡ te
res i.t ítaol<)s al resí)ecte para las sol ucier) es <le vi sc<si<1 aol cí.íanoto un = l ‘½
oflecein os itria presentación oh Ferente y onigi ¡¡al iiieoliaiite apí’oximnace SIlas sol i.i ciei)es ole si ni i 1 arícl aol para este o;aso ii) = 1 ..A. ole rías, aport ai)iois
ti’ibi>icio;)t)es liropias ;0u’a el caso in > 1, sobre el que o xísto p<~ a iuiFoí ií)aoioii -
(2íiai ob> el hair i itonuano es estrictamente cOi)VeXc, iii O Feo te Co u la>í’ a’
sobre la evolutcíóíí olo;~ las soñítcio>ties las <lota <le tips liii IiaL)td nl ti u
instante positivo>. aunque iriio:ialitiente sean. ii)cliiso) oliso ei)t itiiias aíío <¿en ríe, e it gerící-al , cuando el iiarnilton¡auo es: se~ íím nt e cen\’eXoi.sil o:e ole o:t>t~
H(p) [<¡p¡,p E 11{N (R > 0). a’
Fi ii alizamos esta ¡‘arte deolicanolo ítn Capitíi le a un o:onceí;>to;> espeo;ial ole soil u—
o:.ío 1) O~~5 ol¡ sccitt í 1)1.1 as ile ola> u ua res}) ires ta aol ecítacla> al nio;<lel e de la> i ej
gaci Qí i <le itt) fi’e lite ole 11 arn a. lii cl ¡timos tain 3;> mu algi.¡ti o)5 unsul taolo;s ol
e ciad e ti este iiiarco fun cierial, así coin o algunos aspectos del ira, is
las 50)11>1ci <>ii es ccii t it) .1as (iii > 1) a las <Iiseoní ti ii íia>s (ni = 1) a tí-avés u’
cetivergerí <ua ni —* 1
<4 tía vez <Inc se Ita ebte¡)olo lilia> co)tt)I)l’(>~sio)1) cíe est;o: tipo ole cci acíeties a
atnos a est itoiL ar ob os prop í eol aoles o:ít ab tat ¡ VaS reí ac 0)1) aol as con el ca
evc~ 1 ittive ole las sol í.ío:ioines. Deol í camos la rf~a Parte <le esta Nl e u’.
est íjo;l io ole] jenó-meno de extine¿o;¿ en tiempo finito a’






Enten oil i ola la u at u i’aleza cíe las sol ucienes, bern0)5 preferido arguívient ar sob íe
las- solíi c¡en es cori t¡ nnas <le ecuací O)) es o:oitto
— RiValtm + >& = O (un = 1, 0 < q < 1)
oleitole It. > > 0, a liii de cent rarlto)s, funda¡tteutaltviente, sobre la pro)I)ie<laol
o:ualitatí va, aun <fue nuestros resí>iltaolos ~e ~ exte¡tder a otras situaciones
nías geiieralcs. Nótese o~ ue soI;írc el íttoolelo
— Rl V-n¡’~ = 0 (ívi =1)
la> con <linón ¡¡¡ > 0 hao:e íract icaniente i ri’elot.vante el estií<l ic ole la prúpieolaol
ole extiíinión.
Qííerenios resaltar q líe en la Segunda Parte presentábamos dos ti pos ole
eoiit¡.iI;nieionio:~s: cii algniias, reiativa>s ese¡icíaliiierite a. las í;repieda<les ole lo>s
eenj uirtos seniidiferencial es y la m—o:onvol uc¡ón , níicstva aportación se iviez—
el aba, eit <,o:a>s¡<iii es, o:orí la p resentao:í ¿u ao;l eo:uaol a ole res uIt; aojes oile la lii; crat ii—
ni>; a J;)arti í’ o;lel Teorema <le Vo-.i’ificaeión n nestia aportao:rón l)ersolial aiíínenta
~ logres ¡ yaitíente. En lo referente a las rller<.er.a y (Vii art a [‘artes, les íes íd 1; ar
olo;)s <píe piesentamos son ezclus¿uamentc personales y, a. nuestro erítenoler.
oí í ginales en la Iiterat u ra cciiocíoil a.
Regresando a la l)rol)¡e<i=tolde extinción en tiempo ti ¡tite, los olijetivos
e nc>s vn aro;ani es son: existencia ole la fuíí cíóíí p rín¿ er iz¿.s-taz¿to: de e v/ inción
it ( y). í’egu lar i dad y ecín1)0rt~unlen tú as ¡ n tot ice de la mis in a y oleterm iii arió ti
o:: la> tas-a de cxii;oción. iii u to) a respuestas eo)i)) u ríes , exist e itna 1 ¡ gera oil iferH i—
cía cuan <lo se tlen e la o:ontvex i olad estricta (lvi > 1) <leí raso limite ¡vi = 1 oí ue,
1)0;> r cio:rto, i; í crí e l;)eo;l>1l i ari <1aoles iii teresaíi tes. De fo;)r¡tta 5 rau aíía iii o;l i caní o;)s
oj líe la ezístencia y iipschiitzianidad <le la func¡ón
así o:o; iiio algíí nos i’esul tao;los so;>bre stí con) portairí lento) asín t etio:o, son <)l)tefl>iolas
ole form a pareciola. La prinri I)al <Ii fereno:ia estrí l)a en las propícda<les de la
taso> <le extinción: J)ara in > 1 probamcís la reí acion
-n(x, tÁx) — it) (>41 — q)it))t, o < it « 1
í¡e expresa. ¡ti caraeter un-ijar-me en x , ni ictí tías q ííe ínra un = 1 sólo, peol e—
iii 0)5 ívi ar) tener esa í’elacíón cii las proximidades- (le los mnóxhnos leí dat< inñríal
it




• ; erííí i te 0)1)tener ii u a ‘>p ms o>; >tacíóit exp 1>/oita o;le la s iii í ci un 4
= { ([(‘¿«y. — ~t))íQ — >41 — ~)tj’} 4
y. ceí ísecii en tem o: u te, iii í a exp re-sío;; imp ¿-miii <¿ <le bis iii s tau t es <le o:: 41; ¡uo:-io ti
>41 — q)ite,,(:r) = ~ {(uo(x — ~t,~(x)))í»<¡} ;c E IRN 4
lO) <flíe es a;l eo:.íí a’;laíi cnte apio;>ved i ao;l0).
• la prop ¿ edad do>l cono <le dependencia per ini te ab oro;1 ar el caso ole oil ates 4itt ie-¡ a>l es a no ao:o»1; ao;los <¡ire, eit o;> 1; i’as ciros uu stanos i as , Ii ay oí ii o: iii aiío
co¡t ciii olaolo,. En ~art i cii lar, oíl> tetientos ojue la cla.s e de d<¿to.s 1;u ¿ ab 4a dmi.s ib le.s I»tra la cxi ste¡tcí a. <le exti u ciii en tien) pO) fu ¡ to> es




(>uoiíQr))íQ Cjx~, [r¡ >~ 1
pama> ii ii a> oso;> í i staíí l;e 050)11 OSi’e ta (1 que o;leteriitiu aíííes. ~»o;demos pi’ecísai el 4
(:0)1)11)0)rtam i eitto as ¡ ntót ¡ oso ole la fu ud ón t~ (u:),
tÁz) >0(i—q) ‘ -
Completarnos esta I>)r<)1)ieolatcl coíí un estitouio geiieral <leí coinporta>iiiieiil e 4
aí’a ‘ti ei u p o;> s 1 argo> s ‘ ji a>ra la> o~osí¡ac¡ o tt ge tic ¡al
R¡Vuj’’ + Aol’ O (un =1, <¡ E IR) 4
<1 eíí ole H> > 1) y A > O. Del; ole a la it íííl ti t uol ole casos ; osíbí es so:~giuit es 4l;íal an ces oí ne se p ii colen <lar o=t)trelos paráin et íes ni, ej y los <lis t iii tos do )i Ii—
IR)i’ta>uii¡eiito)s iniciales, <lite Wí>i’~t siíií plítiosar’ liemos 1 iiriitaolo a






oil iv ¡<1 ívi os la (‘jií art a [‘arte eít oes gran <les Capítulos reíati vos a la oleií o~ni iii aol a
ecuacíen sin l)<~rtii rl;)ar (A = O) y la l)ertti rba>ola> (A > O). En aitibos osaso~s se
sigue uíia ni isma idea motriz: tener bien presentes las distintas soluciones de
.s-imilaridad.
Bit el CaíÁtulo referente a la ecuaciói) síu perturbar obtetteit)o)s todos los
eomporta>mientos posibles, tar)to en la evoluosióíí natural (it —> +oc) como en la
mtrógrada (t —* — oc). Nótese que el cará(stci’ Ii iperbóhoso ole estas e(sitaosio)nes
ole pri vn cr o)rclo rn da seií t ¡ <lo a esa evolu <si óíí mt rógraoia. Les cii aol ros yfigutas
<liJe sígííeít reosogen todos las comportamientos pos¿bles para ít > 1, <le los
qiie <le rin a forma ral;) i oila <lestacar))05 oíííe l»o>rmt la evolnosiou retregra>o;l a. tado.s
los olatos iii i <si ales
uo(x) 4[<i+& con a E IR
so;m admisibles, o;let;ei’ivi í t)attdo (suatro) ti }»ois ole contportainiento)s as¡ iitoticos
p¿ír¿í las solu05101) es:
potencial: (t(—it) i~trn—r si 1 + a < O.
2. constante: A si 1 + a = O.
ni
3. de similaildad (en tiempo fi;rito): si 1) < 1 + a = —
itt







Figií i-a O. 1: ([jonii portantietí t;e asi u tot i oso (ni > 1 . it —> — oo).
C() NT ENID(1)5
>TL~. Convergencias
<~ < —I — huí ¿-i’(x, it) =1+0
“~‘~< (—it) ~—o<rJ—1)
osr=—I —ce U(x,t)=A. t’CO
—
—1 < a <
iii — 1
—oc
—S(:r, —it). t =—r(x, it)U(x, ~ = VV(r —it), —r(x, it) =it <1([)
(-Y =
iii —
—00 U(.r, 1) r —S(x, T~. — 1), 1> =ti
<si; >
un — ¡
—ce uit) ¿-1’(;r,it) =t—i’—ao — S(;v, —t)
r
1’~[ la 0. 1: Conportai tui cía tos utaxí males i it ¡ os¡ ales (it < O).
Fi glí ra 1) .2: (jarácto-=ro:ícli oso ol el comí ; ert aítnen to) as iiitót i co ( tegíes ¡ve).
1’at’a la> evolución ¡tatuial ole los liioiiii pos sóloj 50)1 po~>i bIes les ¿oiuipoi—
l;aitiíe¡itos ¡it i<:iales
>~o(x) = »4 ;z: 1+0 nicon 1) < 1 + a
— iii — 1
( i-eosuéi-oleíise bis í’o=sultadessohie explosióii eíí tieitil;)o ¡¡iii to) <lot la Segíuin;la
F’aí’te) oi<iiOit oletei’iiiinaii tres ti1io>s ob:, couíi pc>r’taitiio:iitos así itótí ‘sois ole las soíii—
¡sio;ties:
constan!, e: .4 si 1 + a = O.
itt
























a r~, jJ Convergencias





vn — 1 +00 un) Uer,it)t-4±C9r’~nl —
—1 U(x,it) = —S(x.Te,~ — t) 0</< lIto
a > —
ni
0 No luia solíiciou
Tabla 0.2: Comportamientos maximales finale.s (vn > 1, t > 0).





Creciniíeuiio ¡ [lIow’up No ensie solucionNo existe soincion
no acotado ¡ 7 -
—I (t
(u— i
E gítra 0A3: Comportamiento asintótico (in > 1, it —*
xv
C ONT ENID (i) 8
E igí í í’a 0.4 : (2aí’a<ster <sic] i ce <leí oso>iit~;)eí’tanireíí te as iitto4 ico (p regio Si
El oso un p oíl;arti í ento cua.í cid) los cIatos iii í ci ales ex plotai í etí la Ero u Lera <le
ceííípactos taii u) íd í i Li a si olcí otoltí Si oiíeracl O) 0501) <letal le ni e<l1 aii te les osaso~s 1 luí t;es
a —* +ce.
Pai’a ni = 1 la> sitlia(sloii esta iiias ostinti’o~laola> y, pon- taut;o. o f’roose meiioi-
ri o¡ itotza. ‘lan) 1;> ¡ dii ab ci olaii)Qs y rat i fi caíí íes es te caso uneolí ¿ti i te la aj> oxiii a—
ciétí Lia>rtiílteníaiia> íít —* 1
Solucion con-,tanoe
Niño existe solucior,
luera de un con Cresrnííeuio.nq aCoi4dQ
—I ti
Fi gíira 0.5: (Jo ti portal)) leí) to a>siii tóti cO> ( ni = 1, -¿ —> + oc).
EL iii tiní e (2ap it; it íd) es tudi a la ccii ao;¡ it pertii rb aol a a’
-a> — l<4S7>41j’’’ + >lu¡ = 0 (iii> 1. ej E
osou LI. A > O. 5 i)jeta. coití o atí tes. a la í resosrip ci en iii ¡cial
= A xIi+o (os> E LB.)
s ígiii en oil o la i oil ea, iii otr i z. va> coin en tacla, de tener pro ~se¿ite 1 a>s oil i ve rsas sol i



























a<—l ej>1 ~it =it~(x) =u(x,t) = (~ 1 l)it) ~ NI-
a = —1 ej<cl A1-qu(x,t)=0-tt1=it>,(x)~
>41 —q)
-







u(x,t) ‘-‘~ Aft.l~eiti+t ~ >
a> —l <~= o-
¡ + ~ uQn,it)
1’ =it~(x) — 1
:v E A’—~[e¡J >41 —ej)—RA






+a <q< 1 u(x,t)=0<~tt>te,,(x)
a > —1 q = 1 uQr, it) -“-‘ ARí+Uití+~o§\¿, it —> +00
a> —l ~>¡ 1—> +ocu(x,t) (>0(,11)1)
Tabla 0.3: (20) nii)o)rtalii ien t<s vnax i in ales ti u alo=s(ni = 1, >0 > 0, it > 0)
sofl; re el <¡u ese el) garzan los <Ii verso~s tipOs <10=con)) Port aitt 0=1)tos. El osase [ti = 1
i’esei ita ii iía ii oj ueza ole resultaoles que obterieíííos en Ferina exhaustiva coitto
se ap reos í a en la tab la y la figura op re s igl íen
[-‘o’<leb ajo del balaíí ose iii tr’ín seoso
a
ejl+cv
el osO>iii ¡)o)rta>uli iei ito> ole las soluciones signe todos- 10)5 poSí l;les ezecímien tos’ po—
<u¿cí<;>íe.s- ¡ + Oii ~0)r en osí nta. la. recta ej = i (asín to)ta h en zoii tal) itt arca la
olifereíí cia entre ext¿ne¿o;z e;r tiempo finito y decain¿ie;¿tos potencial y exño—









tnh,.enlo pule nul ti i




Vigía O. 6: (Jení porta.ntiel) to> asir) toit 1050) (iii = 1 >0 > O) cli el ~1aii<) (o-.q).
e u la o~ i ¡e Ii ay explosión jueta de ¿on 05.801) í’e el [ialatt ose int rííí seosO), bis oso iii—
>0 rtam ie utois tic itolen a> adap tarse a las í’o~g¡0)1íes coí tigítas.




ti ci io=1>0)1’ asíntotas { ej = ni (líerizoiita>l )
o; = —1 (vertical)
(Ilie, j lilito) osoii las rectas ~>I’<>~>i~<lo’. íui’opieol~¡oles <píe íios ¡ uiteresari
y = 1 (relativa a> extíicioii en tieiii
1)o) fiíiite)
1 = (relativa a ex ~ 10)5 i ói i en t íeivi po trrti te)
¡ini tau el plauto> (a, y) eit utí a amplia var i <4 aol o;le regiotíes so>1;> re las ol te se
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Figura 0.7: (2oniportam íeiito asíntol; ico (ni > 1, >0 > 0) eíi el iilaiio (a, j)
Acorírparramos esta Memoria con algunos Apdud~ces así osorno u tía 1 i~ta
ole i’efereií osi as, tablas y figuras cine pueoileít faosilitar la lectura> <le este ti’aliaj o.
Queremos i’esenar, fi u alnteííte, o~ tie la í’eolacc.íóít ole esta Menen a esta





















[)aolo O conjíínto <le IRM. M > 1. cottsideramos la ecuación general
mev orolen
Y(z, u, Vii) = O en O (O~ 1)
40)11 ole .F(z, 7’. ji) es una fn,tcióíi que supondremos eoítti una eíí O
(sa>l ve <pie expí íosi t ainevite se <liga lo contrario).
x IR. x
En lo <lite signe, por Va. [)u o Vsa <lenotainos el gra<liente en z <1e u.
da
iii ietitra>s ojnot >a~. e — oleito)ta lii> dler’iX’a(la <lot -u respeosto) a z¿, 1 >t =NI. Ftei-
o; tía imite. B’(p), VR(p) o [)F(p) ind¡ca> el gradiente (le F(p) Y 1)0~i’ u: y O
< u:, y > do=uotare in<~s el 1-~ roi<lii ct< esosal ar ole u: P<>~’ y <10)1) de u:, y e jp M
•1
Si u cts sem icontinna superi<>rinente en 20 6 0
itu(zú) = {p E : >a(z) =¿¿(zo) + p (z — zcí) + o( z
es el Os<)iIj unto) de las supe-rd fe reneíale.s- ole u en Z~ <Lo>ii de h(z) = o( z —
iii <hosa.
hm l2jii,Zj — O.
z—*zo
áloganíeítte cíiaíi de u es seíni osoiltinlia i nferiorntentott o-nt .rc, E O
D-a(zo) =
es el conjunto subd-¿ferencial de u en Zo. En geííeral, [)±>u(zn)soin comijuntos
co=i’radlo)s y osonvexos que, en el caso en q uo=la fu nosí o) í -a sea> oh iferen (siab le en
el 1;)iiIlto) zo, se t iouie
D~u(zo) = D’u(zo) = {Vu(zcí)}.
Vanws a> o;l eito;>t ar 1>01’
[)~u = {z E (9: D~u(z) # Ci
<lot
zi;i 1)
Puo[iem i o-lo ser vacíos-
C (1) NTENI DE) 8
[)>u(z) # 0)-.It-u = {z E ci
A o5o~)i it ¡ u uaosí óíí <lan res un a 1> reve lista ole es paosi os frtíí ci oi iales o~ i íe ir ti—
¡ izaren ío>s Si (9 es un Hill) o’oiij iii te o Io= LRM
vamos a denotar:
• C ((9) = { it : (9 —÷III. it c<>ittírina en O>
• LC< (ci) = 4a : E’) —* IR ineohible, ti a>osotaola en
NI 1> 1 ole iuto,i’iei’ lío> Vaosio
O>. u’
• LrdO) = {>a llt (i=1;li 1>le y aos ot a;l a eit osa<l a. abi eit o> aos ot ao;l o, w (so>n U C 01-
MI
• h’C(C0) = C<((9) = C(c3) n Lo-’j0).
• He(O) = C~(0) = {u : O —* IR, u u niforní en) ente conti u u a en ci>’
• B¿IC(O) = BC(ci) n He(O).
• SCI( O) = 4 a : (9 —> IR, ti seríti con ti mí a iiiferio> ríii eír te eir
• .s. e. 1. fuiro;ióíi seííí iosenil;iniía> in feí’ic,í’rvierito:n.
O>’
• SCS((9) = {>u : O —* IR, u seiii Ioso)iitillima síí1ioní’iííí’rtto=iitosetí O>.
• .s. c..s-. fi mo: ón sení i osomnti u i i a> supe r i ormemíte.
• £L~4(O) = {u : (3 IR, -u local mente iii feriorníente aosotada en
a’
ci>.
• £SA(C))={u:O—* IR, u
• £.4(O) = 4-a : ci —* IR, u
• Cú.c(U) = {a E C((9)
lo>osa>hitieíite stiperioii-iíieiite asota;l-i cii
lo;> is a>l iii o=iit e aisí;, 1;ao;l a 0=
O>’
Ob
Bc > (3 ¿í(as) — -oí(y)~ -< c[r — vL’, :¿:, y E 1> a-
raIl <<i< 1.
• C
0’”(O) = 4-a e C<~-<> (u) ‘1w al)ierte acet-aole co>n U G O>, 1) < o- < 1
• Co(ci)={í:tJ—> IR, a~O en Óci}.






















• Qy(9) = ‘[4(3) = C~0(c9) o <1(0).
• Li




= {a : O —* IR,, u leosal ivieitte hipsc.h i tziaíia en O)-.
= -(u E Lo-’~(O), [)u E L~}Ofl.
• WPac(O) = {u E L~’(O), [)Lou~ Lc~(O) V~oj =/~s>
• WW(O) = fa E Ytc(O), 1V-a E L~c(ci) <a~ <
lIra función a : O —* IR es solución qeneralizada <le (0. 1) si a E w¿~ (6)o
C((P) y
u, Va) = O a.e. z E (9,2
Final meiíte, si 7’ : IR>M —* IR o;rs continua y osonvexa, deiio>tamo>s por Y~ a la
fantión dual co;rvexa o conjugada ole Y olaola por
= sup {p . — .F(fl} =±oo
~~
oi~ii e es>; a <Letiíi i ola o-nt el osoít~ u u te oso uvexo
D(F) = {p E IR.NI : D(p) < +oo}
Aoileivi ás, F~es tina ftín osión convexa y s. e. z.
Po;>r otra parte, las fóriviulas están uuivieraolas sectiotuosíal inente en osa<la
(Japít ile. Así, (2.n) i u oEca la fórívi ííla u—esini a<leí (Uapítíí lo 2. Artálogaitiente,
a 5ecosi dii 3.4 iiioh ca la cuai’t a Seososi u <leí (2apít tílo 3.
tuene sentiolo, ya (lite efl virtu cl oiIeI teo;’en¿ <i de Rademachér, si
es oiíifereríciable en casi toolo ~;>íiííto y. por tanto,




2 La oiIefini ción anterior
it E \V
1k (O) entonces u




































En NI ecán i sa Aitalítica, uIt srs/ema lagrangíano <píe gobierna utí sisten)a
osá>ííioso bolo;>nóm í oso os~iu N grados de libertaol tonta la &rnta
(t’~(it, u, a’))’ — £41, -a, u’) = O.
Denotando por 7i a la transformada de Legendre de £ y por
ah momento conjugado, el sisteitía 1 agrangiano
en ini sistema hamiltoníano{ u’ = +k(t, a, o>)
u’ = —7t(it, a, y).
Un ejemplo sencillo ole lagrangíano es
£(t,½p) = {1p12 —
qíte lleva asocíaoilo> el Ii ami Itoniarto




El ejentplo anterior es un caso sencillo <le ha cortsí oleraciorí general
((it, u, p) — 1
‘2




4 CAPíTULO 1. LAS ECUACIONES DE HsXMrUFON—J¡xroBí.
Sí (‘Ii ole A íííía> iii al; ii z suntet rica real ito> si u guIar, pata la <sual 4
1 (A~iy <u, u) + ‘1(1,-a).
9-1(1, it, u) = 2
.4
Fu geiiei-al , las oileí-í va>cío>íies stariolarOl ole l&s eosllaciOliOtS o-le H ami lt<>it ~>idstil;)o>—
ucrí opte la matriz hicssí así a del 1 a>graíígi ai o> es no singular y aoleittás obtíeítcíi a’sólo resultaolos locales o>, olesole otro> puirte ole vista, liainjlt<iii ianos inul ti x al u a—
<los eít la var i al;>]e oso>uj i¡gaoía. Lois p ri u si u ales ;bjet í vo;s <1 ile 5 urgeir eíítoíí o es
(ver [Pu-Serr]) son: 4
• (‘lar co>iroljciono=sque garaíit i ccii <inc cl ltam 1 toniano sea lina tun cióu
u ii i val u as;l a cii t o;> o;l o> el (;l 01)111110 <leí iii <un cii te osou uj ii gao;l o~ . 4
• gradIo> ole regtí 1 ari olaol <u íese req iiiero: al 1 agraiig i ano para <lite el sist ci)) a
Itami It oni aiío> sea y ál i ;l o. 4
• la obteuic¡óui ole las eo;uaosioííes de 1-lauruílten lii (‘11180 cuauide el lagraiigiauie
es sólameute ole clase C (de ferina <ític la> ittat riz hessiaua río> esté
.4<leí] ni oil a) y cuatí ojo> la lt)atriz líessíaíra está> olefiniola }>em oilegeiiera cii
al guíío>s puntos (nótese <íue la couvexiolad fuerza a que esta matriz sea,
al menos, olefiiti da no negativa). a’
(>1 araíu en te, ei i loxs ulti mo>s osases olescrí to>s . Las <lenvaciontes osíás iras’ <le las
ecu auueííes de 1-laní iltoit ito> pucoten aplicarse-. (Joinsretarttente mí íestrau que
.4el sísteitía tia;uí í Itorí iano va a esta>r glo+a>luneitte olefiniolo> en el olomní i use del
m<,ni e ittO do) I)j ugado) osuan <lo> so: ver i fi osaí i las si gír i o-:ittes <son obu onu es ‘u at uní ales
(Fil) £ E O ((3 x ?) siendo (9 uit abierto> ole IR N+1 y itu abierto con-orzo
.4de 18N
H ‘2) Para ca><la (it, u) e O Ej o, la funcióit £(it, u, ) es estrictamente con ¿u ¡a. .4
Obviamente, las condiciones de coirí vexiclaol autteriores oletermlitan o mo— £
<:5 cst>rictamente eo-> ¡níexo en el sentido dos Wríersíra.s.s. es deosí u., ven fi osa la 4osouo;tiosioii
£~, -a, fl — £(í, -u>, Pc) > <,(t, u, no) ‘ (p — pu)
para IRiolo p, Pc E 9 osetí 7> j>c o;lon ;lo= ‘ do=nota el pío> oil ii <sto> es sa>l a r cii IR ‘~
__________________ .4Así, peoleino>s reenipí azar 1 a>s co>irobciones anteríowes po>r:






5(FIl ft £ E C1 ((9 x ~2)sienolo <» ‘iii abierto de IRN+ y U luir al)ierto <le LRV.
(1-12) * Pau’a cada (it, -a) E ci fijo), la fi>ínción £ (1, u, .) es estrictamente convexa
en el seuitíolo ole Weievstrass.
Estas Viti uvias osondic¡oíies son eoín¡ valeittes a las anterioi’es cuando 1 es con-
vexo>; en caso souítrarío> estas irltiivi as so»t, en geuieral, más débiles.
Uní a olerivación ole las cosunaciones ole Hautiil tomn baje estas conolicioiies íttmnt—
viales no sólo) tiene un iii terés intr iii seoso, si no oíu¡ e uto)5 va a í;)o~rutti ti r cúu) si doirar
1 aguan gi an os si ugir1are.s , ~o)r ejen~ pío>, ole la fornía
£(it, -a, p) = —¡pl’’’ — \/(u), un > 1, ni # 2.
rut
Síu pongamos <Inc £~ E C1 y <jue la matriz liessíana
PP —£ _____
es 1)0 511) gui lar. Eruten oses, el p roced¡ umento uy ás geiteral eníPIcado) pará la
0>1) teíí ció it ole las cosu aosíontes <le H ~uiu1ten oso usi ste eíí apI i<sar 1 a>s mg ¡ a>s ¡ <le
oil feren osiac.íóuu así coitio) el Teoreníta de la Fuuíí osión Iínplíci ta. Evideií teiviente,
este pro)ceOl i itt ¡ euitú ]) rOl) o)roio)It a> sólo> ‘tui resirí taolo 1ootal
Para iii ostrar o~ ute el h ai~t ¡1 tou u í ano> está gí o>])alm ente 1) i eit oleflui ¡<lo> y íini—
valuado euu teolo el ol<nn luilo do=la variable coníj í ígaola se reoí uiereíí lii potesis
ad¡ osioíta>les. Así por ejemplo, osonsiolercunos en IR2 el siguí icute lagrangí ano
líO) í>í ao;l u’ al; i oso
,l>-2) =
05P2 sen Pi
;ai’a <~l dr al
VIet Lp;> — ¿2 > O
ni ieutt ras oí te la apli cacíóí u co ítj ugaoil a
ces pi
no es glo>l)ahuiíeiite íuyeostíva.
‘4
.4
CAPITULO 1. LAS ECUACIONES Dli HAMILTON—iJA< (1111. a’
ju uanolo £ es sólo <lo— clase C1 o ~ es si uigu lar u’unicantieuute tratai o iuio>s 4
aol íd 10)5 osases en los 01 tre se ptreola escríb i u
£(it, u, p) = 9(p) — V(t, a). (it, -a) E (9,p E U .4
oh ou ¡ole 9 x’ U seí u convexas, eui curve caso ~iticole 0)1;> te u erse u u u u a olcrí yacíoui
sisteiu ¡ a híaíttí 1 toíi íaíto eít base al trabaj e <le Rocl’za[ellar [Rock] e de NI awluiui 4
&~ Vv’ ¡ 11cm [Ma—Wi] crí o 1 oso)írtexto <leí Ani ál ISIS (20)1) vexo. (2 en eret aui u o - u ul e -
aoileíííás ole las hiií>ótesis (III) y (142), en [Ma—XVi]ha derivación se elíl onio’
a’~ara. cori vexo y aosotaoilo exteít olicíu oil o a to>olO IH.N la> fui uí cióí u 9(p) por oc
os ii a.i 1<1<> p g U 1;>ajo el síu í;> u esto
;tw 7k = +oc, (II) .4
inici tras qnc en [Rock] la oler-ivaosíó u se ob ticii e l)ara U = 1k 1)á jo> la
.4osoíuio;hi(sión
huí ¡9~(p)¡ = +oc, pu E ¿fU. (1.2)
p—*po
.4
NI os treuvi os a c<nt uní 11 acíouí ahgut u os ejcuí 1>10)5:
Ejemplo 1.1
Veaunos uíí lagranigiatio> £ separ-al)le para el ouí e mo> se F>t~~de <>bteíio’, u íiia a’
oler i vacíóní oil i i’ecta <leí si sten) a Ii aíii 1 teniano. (Jo> rus i olereunos ei u = ~ N la
f ¡¡u¡c¡o~ ni
9(i>) = —~¡p~” un > i, iii ~2. .4
itt
(Jharameuite, la fuuuícióní 4 110) es <lot oslase C’ en p = 0 51 un < 2 y ~ es
suuguilar cuí p = O si ití > 2. Nótese <Inc se verihiosaii las coíioiliosioíies (1.1) x 4
(1 .2). Aoleuií ás.
>a, u) = 1>,,~ n7lu + V(t, íd, (it, a) E 0, o E
1pN .4
Ejemplo 1.2
(2onsiolerenuos orn O = 11W la f¡tucióíu 4
9(p) = 1 + [ph — 1.
L¡ito)u¡co=s£~ E C
1 ~y£~ es oleflítiola Jositiva. .álio)i’ase verituosa (1.2) í;wu e uíe 4
(II). Eut este caso






(Joitsidereíiíos para N = 2 la función
9(p) = ~~2+Li.
1>2
o=íiel seutí ipí arlo)
U = {p = (vu,p2) E 1112: p~ >0}
l[)e u ti evo) £~ E C u y ~ o -s definí ¡ oha pos it iva. Luí cautbio> se ver iiiosa (1’. 1
pe u-o no (1 .2). 2 Este ejeun 1)10) es interesante ~>oroíue el 010)1111 nie ole la van al) le
co;nj iugada -u = 9~(p)
{ ~‘ = (vu, u
2) E 11% : uf + 4u2 >
¡jo es convexo. ~
Ejemplo 1.4
Fi uí aliviente, si ínra N = 2 consi olerauui os
= (1 + ¡Pi k$ , nt> 1, un !=2
1)2
cuí el oL<>níinio
U = = Oh ,132) E ffé : pi”’ < 2(un — ¡ ), P~ >
uío; se verifiosa iii nguna <le las osondiciones (1 . 1) y (1 .2). A<lemás, a. pesar oi ile
la, fu u osi óui 9 es estrlctamen t(=cciivexa y ole clase C u enu U fMIa la <Ii fereui oil al
segiuuuola en el rayo Pr = , P2 > O si uií < 2 mieu)tias oluc si un > 2 la fuuuo;ióíu
9 E 0(Q) pero det £¿,¿, = Ocít el rayo anterior. o
LI pri nosi pal obj etí ve es, eolito se couvieiitó anteríon’utcíttc, la olerí vación oíd
si steu)ta Iraní i 1 to>uí iaíío a partir ole las osouioil iosiones (FI 1 )* y ( H2)* (ver, nuieva—
u íente, [Pu—Serr] ). Para elle, se ceíísi olera solución <leí sistcííía lagrangíalio>
(C~(it, -a, u’))’ — £,.(it, u, u’) = O
a iuia fuuicióíi -a = u(t) : ¡ G ~R~ 11.~N ole chíse cu (1) qute verifioíuie:
“Pues ¡bu j<j~(p)¡ ~
C+\U ÍTII LO 1. LAs EClI AGIO N ES E) E HAN! ¡ LTO N—.J,\ GO ¡Al
(it. u (it), -alt)) E (3 >< U para teolo> t E it
2. el unometí to osoi uj uígaol o) u ( t) = £~ (it. -a (it), -u‘(it)) CH con u ti u u ¿tuiei u l;e <Life—
u’euosuable eí i 1
3. ¿<(1) = 4, (t, a( t) , a’(t) ) para to<lo it E it.
Las oso>ui oh i cío) tíes artterío íes soir a<leui)ás, las lii pótes i s tu ab u u’aIes ha>o> las
























[Sn la To en ua ole (jartí j)05, una onda plano se o ñu <t< to’r¡ za porque tanute su
oil ¡ u’ecosi óní ole ¡ ro>pagací óní ceuno su ampl ¡tu d son has utisni as en to>olo>s los
M ínslías oiidas e=heostu’o>íviagííéti cas quue no soni pl aítas l)1u<<leui somnsi<leu’arse
(‘<>11)0) t¿tl e5 a>l uten 0)5 0=1)pe<li>ueui as regio t)e5 oilel esj)a>cio. Para ello> es uu cosesarío>
1 tie la aunpl it no! y la oh i reososi ón ole la cii ola sean pract u camo=ntecciistan to=sa oh s—
tan (si as <leí en len (le la 1 ongí tit ol <le on ola.Si éste ocurre, po oleuvi os ¡uit ¡ 0)01110 ir
1 asupe¿jíeie de onda fcrniaola por el ccltj u jito ole pn nt<s cuyas vi bu ao iones
50)1) iguales en un iii stauíte <Le t ieíitpo olado.2 L)e esta foruta, en peqí lo nas
uegiones oíd espacio, iio<lú~nios hablar dc nuía dirección de propagou ion de la
onda <íuo=será ito>u’utal a la supen-tucie de cvi ola. Apaucce así la noosíóui ole ¿ ayos
osoun o las t rayecto>vi as orto>gonu aLes a las s tu perí]osi es ole eu <la. La tau go tito en
osa>o;la. píu vito oíd u’ayo osoii Itci ole. 1)01’ tan to. osen la <Ii reososi óii ole p¡‘o;) pagaos¡ en o;le
1 a Ou o;lrí.
LI 0=8tuI olio> ole has 1 oyes <le p repagaosióru ole las en olas 0=1)la si t uacíóu ant tefio u’
a>u stit ii yo=el ob
1eto> do= la> Op tica Ceonr etaica: es decir. cciisi oil era la propa—
gacióií ole las onolas (en partiosiular, de la luz) como propagaosióuí <le layes. sin
to íu o ¡ crí (1uo;uui 1; a slis p ro)p ¡ eol a>do=soui dvi 1 ator as. 1)1 cli o> ole otra for iría, la O pl; i ca
(leo,niet í u o a oso rro=s1)01) oLe al caso límite de ~o=qíieñas lo ngi tu ídes ole eíu ola.
1” sb 0>0 cnn os u u a <>li ten osión de la eosuaosión cikou al a partir ole] s ¡ gíu ¡qnte
¡A o’o nerdese que, cii geuieral , tun a curda eíectroni aguíética íío tieííe esa prcp colad
Así, la iuj;erlic¡e de onda o-le- hija oi)da plaím está foríiíao-la íor los u)laulQs perpe.uuolicíi—
lave ix lireosiotí ole piopagacionu o-le la o¡uoila.
9
CA¡’ÍTIJ no 2. LA ¡W~UA<~ION EII<ONAL
ni o> o;L elo> oj ii 0=a];> areose o=uu el o=stui o;! ¡o, o;! o=La í no;> í; a>gac ¡0tu 010= u¡ u os a> un pe elecl: u’ ucO o>
uíagnío=tnso>
— <1
iv (Iis(u:, t ) V>íé) = o
0 ~ 0) = St (~‘>>u(~r)
i4 (u:, 0) >wií (u:)
cuí =-< 1R~ ej
ci 11W
~ uit
(N = 2 ¿ 3)
(lo) ude Ji : LB.”’ x ll{+ —~- IR.+ So- y >~o son liii osiouu es i’eal es y íi)uu :15 oso,u u ílei ros
para osadía ¿ > 0. U u a> reseut ao : i ¿u det alla;la ole este iii oi>oleI o> ~ iuo=o;le segiL ii-se
cii L.D. La>nolaui y L.iM. Lifso’ltitz lLan—Litl.
(jome híenío>s <liosbo>, cl o>luetive de la Optica Ceo>íuuétu’ica 0=8el esO <Ib;, o;le
las 1)0=oi1íí elias lo;> ngit udes ole o un o;l a, oií u e se osoi’ u-es í>o ru o;lo=u) oso;> ui val oíes <1 o-=l ~;ará—
uiietu’o) E pequeru<>s. Po)i’ tanto>, uies íuul ciesaniidus ~ sohuosiones >a
t o;l<t la. f<u’íiía
con -u(u:, 0) = ucí(x) y .S(us. 0) = S
0( ¡ ) ¡ E íít . De o-rsta uiia>iio-u’a 50=o>I;,tieuie
= ~ + [~s’j ¿ >57(x,t)
y
= [c>vt¿ u + í(2í¿.5’, + >uS’~~)] ~
Por otra> parte, para caola j = 1,2, . . . , N se t ieiue
(/n’(u:,it)ul.) = ~ + lU3>•>~,•
+k’ [e-it. o-
= ¿ko-1 + u s~>J á
1 1 ~-
— .—~,s
2 + i(2u,s>SL. + v.S’~>~-)l c;s(~t)
E ») JJj[~ + Ji’
1 ¿‘o-,) — —Ii-eS>’
2
-E6
+ ¡ (2k¿t., >5;, + k’>u,>S’o-
1. + 1> tI-o-, So-,) 1 .LS(-a-t)
1)o=e-st a> for u))a>
N
<liv (Ji’ (:¿s, t)yac) = >3 (A: (os t ) u;) ,
j=i
—Ji-¿jVS[
























(2omnu seosuento=ntcnte,a ])art í u’ <le la> ecu ación
— oliv(k’(u:, it)Vut) = O en x 111+
o)l;)to=Iuentos.ole los teruninos en ¿, la ecuación de ondas qeneralízada
tu = ¡<u:, t)áv + Vii . Vn’,
ole los térnt i ííos en — , la ecuación eikonal generalizada
e
.S’t = k(u:,it)¡ VS¡
y, ole ho>s ter un iii os en la mii<1 aol i ntagi naria í , la ecu ación de tra¿¿sport e
ra/izada
~ + 2u,!S~ = k(u:, it) (uáS + 2Vu ‘ VS) + >¿zVii . VS.
Líu part ¡os ular, u u a eleccion interesan te es
¡<u:, it) = R.2¡VS(u:, t)¡2(mí>
<10)1) ole LI > O y un = 1, para la que (2.1) tonta la forma
e.u IRN x LR÷.
Observación 2.1
l.J ni a presen taosí ¿u> parcosída para o-,l caso vn =
5= I<VS¡ euu ILIN x
(2.1)
ge ti e-






















Modelo de propagación de una
11anta.
[Buíesto=(2apít u le ¡)resetttaunos, breveittente, la feniontenología oie frente <le >ána
/íama. que se proíaga en uíuí [-luido o:ouvibusti ble solire uuia rcgíóuu sin) frontéra
s iguiendo las 1 íuíeas exl)uestas en .] . Setitian [Set].
Sea U turia u’egióní simple, cerraola y regular ole LB.2 cuya frouitcra F está
íau¿rniint;u’uz¿tola 1)0)1’ (X(s) ,Y(.s)) . Síupoutgaivios que la rutezosla osoinbustil;uIe edn—
a el ex ter i0w ole U micnt ras oíue eui el í uí ten or se encuo=íu t ra¡t las pau’t icul as
oííieuvi a<las O) ucombusti bIes. Li cli íustante t = O se pone en ignns¡ón la unc~cla>
van aui <1<>, p 0w la niat u raleza ole la osen)bus tióu , la> herí tera E (it) (frente dé l~¡
llama en el ¡ uustante t) eittre la regióit por qireniiar y el resto i uiconttbuisti bloi 0)
ya oíueuuiaolo U(it)
El iuíoolelo ole. J. Sethiaíí esencialmente está basaolo e¡u las ondas <le ‘su—
perjzc¿ c.S upene, p d)r tan te, que la propagad ¿u del fu’ertte <le la llama se
luaose osoru veloosidaol corustante e y eui dirección norunal a sí misma. 8 íenolo
[‘(it) la posición del frente ole la II ama en el instante it, la parametrizacióui
QN’ (.s ,it), Y(.s, t) ) olebo=veníti car
cYs




14 CAPíTULO 3. MonELo OIL [‘utO¡’ACA(1:I(I)N DL I>JNA LI. AMA .4
La giáflea ole la fui iio;ión / e—+ (Y(.s , it), Y(.s , /)) so-’ o lo i iouruiui a ca¡yu <¡o ¿ji— 4
Si l’(O) = (XQs. (fi), Y(.s, O)) o=ssufiosieuito niení íegiular, el uíuuitouoLo>
(le has características permite resol ver cl si steíun a auí t( 1 í 0)1 al iiieíu os ; au ‘u u rus— 4
tantes pe<~uíoniio>s, oso)uI lo) oíuo=el fn’o=uito=ole la 1 larrua vio río olaolo 1)0>1’
1 .V(.s, it) = X(s, •) cY8(s,O) ¿ 41 .V2(s. O) +Y~(.s,O)cst(s, O) 4[ 1) = YQs-,O) + .V2(.’% O) + YZCs,O)
Po>r tau ito>, los pítnítes oíd Fu’o=ute<le llanita> F’(t) cuí oisl instante t estan <5ii u acto’— 4
ii za>o;l 05 1>0)1’ \‘e ii fi os a>i l a> u’e 1 ac.i¿u
(X(s. 1) — X(s, 0)2 + (YCs, t) — Y(s, 0)2 = (~)2. (3.1) 4
Observaci6n 3.1
4Luí la oil escri~- ción an teno) r suugen algunas l)ecnli¿Ei’iola>oIes <Inc o;Io=Iíeiiiesteuo=u’p resento,s
[a ¿no líuieahoiaoi del sistenia ln¿use q¿ue al <sabe de un osie¿’to tio=iipo; las’ a’
<suInvas o;L= ignición piueoilaut , everttuahiuíetute, o5ehisiouiai’. Del;n=iuudh rin so-,
r tanto). osóun 0) osen ti u ti a la prol) agacíóu ‘;l e la IIaun a tras- un iiista íu to’
a’ole osofl isuo>n
2. la regi ¿II ítj(si almente lío) ce ti l)Ii st i El e p11(1 era ser u o reguilar o) uío ten o’ u
a’l;,ien oLeliuíido Síu vo=Osto)rnon’uiial extei’uon’.
A un bas cuestiones son reí at i vameu to=p ro>x 1 lvi as y tucní 0=11 un urdío «ue yo i <e í
.410)8 ni osouvo=uii eu it es <leí <sí asi050 in. 6/ o<lo do; i<¿.s coifl’i>c/09/5/ii as- (véase eh A í;uo uA). ~
o? o)l)stal í to=.la> ap rec.i aosi ónu oíd fen dii ueuo no>s ami utía> a Eusca r iii a fo >11)) i u— 4
1 aosíóu u vn ás general oil el uno> oh cío cuí la que ex ist aií sol¿¿ciane.s ej/o bales. Para
ello> su ele os<nisi<len’au’se el siguíieuíte criterio de eU/.t’op>U¿: ‘‘la ~u’o>~ag=ui5io;iio lol 14
frente do=la llauna <leLe seu’ tal <pie las íai’tíwíla>s <lime 80= ojuíonuíaui del;>euí PCI —





regí 0)11 <~uem aol a. u (Joncret amente, la
regí <ni oí tu emaol a en el iris tauu te it
QQ) = 1W {(u:,y) E LB>2
relaos¡ón (:3. 1) pcrnít i te caracterizar la
o .c dist ((u:, y), Ki) < ej (3.2)
t2(I)
Figura 3. 1: Región oínema<la o=mí el instante it.
cuya fu u os i óní característica
~u:,y,t) = Xs’¡(É)(u:,Y), (u:,y) E LB2. t > 0,
tiene has s¡guientes pre¡;)¡eol~to1es: p es co)nosava, op E ses (liC ><
si (u:, y) E U =
si ntuui [(u: rt’(s, 0)V + O’ — Y(.s, (J))2]
o=iuotio> osase
y, aoleuii ás. y aolnti te la> represcíttasíón
y, t) = strp{sc(t z;,0): u: — ~J2 + y — ~jj2< (ct)2}. (u:,y) E ¡í% it
F>o;oleíito;s a~ ro;veosh ar’ es te iii o)<lelo para iiit u’o o;l li 051 n’ el coíu ¿septo;> o;le .s o lución
de viscosidad. 2 Ls ésta luna nocion que po=rmite ‘resolver’ ecuaciones en
Se trata (le oiría fornrutacióui débil poro-pie no reo;I Iilere uiimlgu fi 5U~)1iestOde regulan—
oilao-l sobre la curva (1’ (s, O), Y(s O));
noritial en to->oI,í piuuite o-le F -
en partuciular, uuo pm.cisamos la exist>euucia ole’ vector




arro-,llao-[a cii el Apéuio-lice A.
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;Ieri vaolas ~ arosíales ohe ¡) r i ¡tier orolo=ui(50)i 11pletamen te mí O> Iii ucales un eol i ¿tu te fui
c¡ouues 5cm ucomitiíiíías. La iolea general reposa cmu le sigí íieuite: si a : 0 —* 11<>
(sO)1i O c IRNí . NI > 1, es olif’cu’eutcial;de en s = s<¿ o=íít;o>uuses /oea/;neu/e se
ii fi
= u(so) + V>¿dsíí) . (s — so) + o(¡s —
vra inri un ice eleuy eui toí Va (so-u) ~ ~¡{M l~)e esta feruíía, ,ooleuii 05 ox te
ha ¡<lea amuterio) r a fui u <si cuí es a E SCS ((9) oso ns ioleran<le el conj untoi [)+ a (so)
fo;> riii ¿tole poír los elo=uiieiutos p E 11>{NI o u ¡e verifi cart
u(s) < u(s0) + p (s — 5<,) + o(¡s — sí,).
50=tu’ ¿ita. 1> o u’ tauuso». oil e ao~ uello>s vo=<sto;> íes ji E IR» í ¿tu’a> 1 os oíuue el 1,> >ij> erplo , ¿ o
y = ¿¿(s~~) + p ‘ (s — so)
0=5.s>apertangente a la grafica de 1 a tít u u ¿síÓíí 7/ = u(s) cii el pu mito ~o. Luí fe r iii;
¿í>uiál<ga, pau’a> a E SCI((2) se olefíuie el ‘sonj nuito> i) ¿«so)
Du(so) =
~ go=mucual, Ii+ a (soí) 50)11 oson)j írritos cer í’ao;l os y osonlvexo)s, > ii o;li cii o;lo ser va>c 1 0>5
<~u e osoí mci <len osou has oso>nío ci oL as so ¡;¿ ¡ dife ven ciaíe.s de mi <u u A dei tu¿Is o u u el
caso <muí <lite la fuíuicio’,ui a sea cInten uío ualde ett el puuuito 5<>, 50=tu*—uie
[ta( so) D ~4<>) = {Va(so) 1<
Así. u tu a ni an era auii ¡>1 ¡ a oilo= resol vo-’m ¿-‘cuíaosi en es cmi <len ‘~‘aol as l)arci ales
p ri uiíer orolcí u oso>u u p letaní e¡tte no liii o- rilo s c(>rti o
>a, Va) = 0 o-síu CO (3.’1)
os<>uisiste crí cuiosouutu’au’
e O se vomí’ifiq
futtt os í o> mu esa E C ( (9 ) oso> mt la> j>ud;> i eoil ao;l o;l e oí ue j;> am’a> t o
F(s, it(s), ¡O < 0, y E Vn(s)
y
~<, a(s), p) =0, p E [Y>¿¿(s).























[)e nuevo envuanios al Apéitoliose. A para justif’cav este tipo de soluciones y su
osonsusteuí ci a con la idea clás¡ ca ole resolver (3.4). i)e hecho>, esta nocióui ~;~mdc
olebilitarso=,extendiémtdose a futiuciones locaintemite acotaoias (oínc puue<leui ser
<Iisoson timiii as) ceutí o mt) ojst ramos cuí la Defitul ciómi 4.53.
(2 onu vistas a cuí osen t ray la ecuación diferencial o~ ume vcrifl isa ha fuu nos ¡o> mu ¡
<(u:, y, it) = xQ(t)(u:, y)
defi ni ola. eíu (:3. :3) vamos a suupoiuer que U(O) = B«(0. 0), a > 0, en osí ¡yo> caso,
po)r (:3.2), la región qucmn aol a y ¡ cuí e <1aol a en fiutí ci ómi <io=lt io=uttpO p Qí’ ¡¡
= B~+o-~(0, 0), it =0.
P<>r oleE uu ¡ osiómí , para (u:, y) e IR? y t > 0, sc veril]ca
su u:2+y2=(a+et)22 2si u: +y >(a+et)2.
Aoleníás, (op (u:, y. it), opy(x , y, t), op~(u:, y,t)) = (O, O, O)
Veanto>s oj me ocurre cmi los pu ntos (u:o, yo,ito) E IR
:n~ + (a + etc,)2. A mtte teoho>, la concavidad oíe
=
existi lripe;’planos subtangcnte.s a la funcion op cmi cl
<lite
D”’op(u:oii, yo, fo) =
su .r2 + y2 # (u + á)2.
x IR >< IR+ cuí los cjuie
op bao’e que nO> p ucol ami
pu mntu (u:o, yo,itg), ~;>ouí’lo>
Po, r o>t ra ~¿tute, la osen si <1erad ómu ole (p , p,~ , ~ ) E [)+ <(u:n, Yo, it
0) osomnu <1 ulosé al
síguiemíte hípeiplano .superta;¿qeite a op en (u:o, yo, t0)
s = <(u:o, Yo, ito) + p(s’s — u:o) + py(y — Ji>) + pd~ — ito),
es o;lo=ciu’.
= 1 + plus — u:o) + p~4y — yo) + pjit — fo).
P¿ur’a osa>o;l ¿o <f E [O,2n~ [ osoru si oilcu’eutos en IR>~ 1a ro=osta z o;ieteruii iii a>o;l ~- p o;u’
puuuites
A = (a ces qQ asen j, 0,1)
(oso>rrespo)ui oliente al instante it = 0) y
(:3.5)
lo>s
op(sr, y, it) = { ¿
B = ((u + e) ces ~. (a + e) sen r/, 1,
C~xí ITt) ¡~O 3. Mo tiELO IlE ¡‘RO PA CA (<ION IlE II N A LLA NI A
(0:0vro=spommu <Iieuí te a it = 1). con lo <Inc unu veosto>r di rectow <le ha u’o=ostaz es





¡>0ff o)tu’oi> laolo. urn vectom’ de oliro=oscmomtuni tau’io <le la m’eosta <luJe íí¡ío=lo>s piuutús
>Wu = ces ~ ~u + seíí e2.
x
Pigiu u’a, 3.2: Vectores olo:~ o;hi reoso-,ioi’ní ~u y <¿)u
Si ¡ íes í’estr¡ u gí uuíos al Ir í per plarto) 5 = O. ¡)ara <>1>tener 1 a van cd aol tami gemí te a>
la s ii po=rficje comtu osa
zs2 + y
2 = (a + et)2




<5 0S<>5 ~> e
2 +
(‘0~5 .4





























(>larautíemute, el Ii iperpíano supertartgente definido cit (3.5) pertenece al
<~uÁe ceutierte a la recta r{ iL = ~o += yo += it0 +
—‘=1
sien o-ío> Us> = at et + >¿í2e2 +















us>e:3 + >a4e4 uit veoston’ <juc <letermmnan’entos mn¿ís











































= —>114 co)5 <¡«u: — u:o) — 114 semt <¡(y — y/ii) + eu4(t
u~ (y — yo)
>114
a-2 (s — 1)
¿13
— t~)
—b Vui ces o> —1— 112 sen o>) — cusí] (s — 1),
0)1)ten éu~dese
[ces o->(u: — u:o) + seít o>(y — yo) — eQ —=154 it0)].
113!=
11u oses o> + 112 seit o
>
Sin ~érti i oía (le geuerali o-laoi, íes couuientarí<>s amtterio>res pertintett la osíleccióui
= + ( ces o> + 112 sen o->) — cag








20 CAPíTI>JLO 3. MODELO DE F’ROI’AGACION LíE UNA 1>1 \ VI \ 14
mue osouíí dii ose a 14{ gr = Ji ces o>
= Ji’ 50=1)o> (3.6) 4
pt = —Jic.
De esta foruita se ol;)tienie la igínalolaol a’
p]+p~ A2 (P)2
0=5olo=osin’
¡ml < ~>2 -b ( ~7)
(Jonio> (gr, pv, p~) 6 1 )+op(u:o. y
0 Lo) o en r~ + q¿ (o’ + e/o)2 sc verití ca
opQr, y, it) = 1 +Px(X><Po)+Pq(Y ¿}o)+pm(t tíu)+o( x—u:o¡+ y—unU— í—/o¡). 4
(Jontto aoleníás (1 < op(x, y, t) < 1 mrtomn es (O O, O) E D±op(xo, yo, it0) La
ev’alntaosión o=ni ¿5 xx ~ y xx Yo ~ t > Lo ob t íluuíímcí op(x, y, t) = 1 y co-mí ello> 14
O =p1(it — ¿o) + o(it — lo).
Diviolienolo alto)ra poir -t — L0 y liacierto-lo> to=mtoler1 —~
to obteuenítos a’
p¿ =0. 14
II)e esta fornía, la reí aciont (3.6) ro=quierela (‘0)1)ohci ó u Ji < O 1<> ojue a í u a u ti
o-lo= (3.7) permite escribir’ 14
= e 7)4 -1—y]. (3$)
Así se osont osí u ve oj ile aÚn s íeít (‘lo) op ohsosen ti mt rna> es “sol u osíórt ole vis (‘0)8101 al de 14
op~ =c op4+opf en 11& ~ ll>{~ (3O~)
(véase la Sección 4.3). 14
Observación 3.2 14
El ro,su Itaol o> ami ten or puede exten olerse fáciintente al c¿tso eu oírme (O)





2. (>Jouune vereuííos cmi el (2apítn lo 7. la función
y, it) = surp{op(~, 77.0) : ¡u:—~¡2+¡y---i¡j2 < (et)2}, (u:, y) E IR?, ¿
se osorresponole. co>n la fóruííiula <le Lax—Olcini k relati va al ír<blen ua ole
(~aum osIi y { p<C
op(u:, y, O) = X?i(o)Ú~5~ y). o
II) e la ~roibí euit ática> amtteu’u <ir r mtteresa í’art í <su1 armttcu te 1 a eVo)l ti ción del f¡4u
te </e 1/aiea y, por tanto, la fronteu’a <le la regíóit quuo.uítaola> o=nel ¡ uistamíte it
17(t) xx O{(u:,y) E IR2 op(u:, y. it) = 1}.
liii a al)Ii caosíóuí ole u uicst ra>s cont rib ucí<>uí es míos pcu’uii í te caraosterí zar di ¿lío)
freuíte nie.diamtte. el umso de conju;¿tos de nivel gobeunaclos por imita
1 fl)soshitzi níta. En efeosto. si osensioio=ranto>sel dato iniosial
½o(x,y) = — <lisis ((u:, y), ~)1++ olist ((u:, y), IR2\Q)
f’uímíosiómi
oil¡st ((u:, y),Ti)J +
1 + oiist ((u:, y), lR.2\t2)
su (x,y) g 12
su (u:, y) E ¿A?
su (u:, u) E U
o=xpuesaol o> en teríní uí es ole la. <list ami cia a Ii’ xx ¿A? ,se tiene
= 1 ~ (u:,y) E ¿fU.
Aolentás. la solulcióní corres l)o)notemu te dcl problema
{ ~‘%7j,
~0=>o>o(u:, y)
vi e u e ob aol a, cciii0) se ver’a cii el (2apít u lo> 7, por la fórmuí a ole Lax—Ole¡uiik
[
(3.1(i))
¡u: — ~2 + y — ii12 =(ct)2}, (u:, y) E IR2, it =10
9.> Cxi’ iT U LO 3. Mo DELO DE 1’ I{O 1.4 (lACIO N DE UN A LLA Ni A
ti u> auíál isis <letallaoil<) ole esta fou’uiuinla (véaso=la Figuu’¿í. adj uuuita) peuuuui tos
el;> 150=110=u’ ha 10=1>)¿‘0=5o=nit aosu en
¡(os v/)— { [í1 — <lisis ((u:, y), yt))]
1 + o-li st ((u:, y), íí%
si (os, y) % 9(t) 4
si (u:,yj) E ¿R?(it)
si (x,y) e U(/)
1mra> t > O p 0w lo o1u u m= la ¿ ‘eqión qnema da enu cl i uí st; aui te /. es
[1(t) = {(u:,y) e y, it)> 11-.
u u ¡entras <jume el fosen te <le la lía-rna o¡neo;la osaracteul zaoilo jiO)r




ese oí u e ib fu i’eserva- la cau’acte ri zaos i oS u u (:3. [0) pan’¿u it > O pues 14
<(u:, y)) = 1 ~ (u:,) E
Puuo=ste<pie





(u:, y) e ¿¡U
a pie~) í col aol <leí corro de dependen cia p aí’a el osa so part i cm 1 ¿ir ? ((1) = B~(O ,u)
( ver o=l(2 ap ití u lO) 6) p erun i te afiruíu
í,b(x,y, /) > so(x.v.I.)
y>!) — <-rs, y,!.)
su (us, y)
su (is, y)










l~ igtí ra :3:3: Domi iii O) ole oilo=Íirtiosi ómí <le <(u:. yA).














U (ijoui seosuo-:mi teuitemíte. la relacrón
3 i/3(u:. y, it) = ~(u:. y, it) (--u) QQ) ~ t/u(u:, y, it) = op(u:, y, t) = 1 cuí 09(t)-
ex l;)u’oimsa la o:au’acterízacíón <leí frente ole ía llauna






































La ecuación sin perturbar.






Euí este (Japítule pretendernos profunolizar ert el estucho) ole las propiedodes
-tntrínsecas ole las solimosiortes ole visco)sidaol de la ecuacremt
11¿ = H(Vu) en HiN <¡O, T[ (O < T =-1-oc)
síemnoho> H : LBN -4 IR urna furtosión continua que denoní i narentos, contoi es
ltab i tun!, hamííton~ano.
4.1 Soluciones de similaridad.
(Jomttemízamnos al;on’d¿rnolo uit tipo especial ole suluciotues <le la eosuaosíómt
xx R¡V-a¡’~ ert HiN >< IR+ (4.1)
para itt > 1 y LI > O daolos. Tmatenios, pri meraníente, el caso) ní > 1. Si -a es
una so>lu osióní dc (4. 1) eurtonces, ni col iamtte cálciiios ¡ ui ni eoliates se eontpmueba
qn e la fruíosi ómi
us(u:, it) = AlW~u(>0u:, Vt)
verifiosa tamnbiéui la eisuación (4.1) para teolo A > (1 y b E IR. Así, las so>lucic ríes
autosímílares 5o)mt furtosiottcs <lime viemtert determinadas por la rclaosión




28 CAPÍTuLo 4. PROPIEDADES INTRíNSECAS, a’
por lo> o~ue 1 a ceu a-eida de simila-rídad se obt jet) e sin ni ás o~ue <1 ifereíu <sí ¿u m ((u mi 14
respecto a> A y i>art i (‘alanzar ert A xx 1, llegán)obo)se ¿
btu1 + u: Vu + b — ití en RiN >< lR±. .4tít — 1
Si la resol veumí os poi~r cl clásico método de las características (véase el Apo mí (lío o 14
A) o>btenentos
u(xe~,ite
m~) xx >a(x,t)cJ!—V, (us, /) e IRN x [R±. ~ > 0’ 14
Po>r tanto. u(u:, it) xx t’~’-’)-a (-4~ i) , (x,t) e 1k x 1k 14
~or lo (íine para f(-r¡) 1 11(7/, 1) se it lene 14
u—o- ¡ b — uíí i
— R¡Vu¡’1’ xx —it Y b(ní — 1) f ~ + ‘5>1/ . Vf~¡) + RjVf(q) ¡ 14
>1>5
<leitote 7/ xx ->--~-- es la variable do simila ida d. Cousecuenteuneuiton. el perfil do la
it~ a’srmilaridad vio=uie<laolo po;>r
1>—_tttf(>r/) >1— r, ‘ Vf(r
1) —1— I>tb¡Vf(í¡)~’” xx (3, 7/ 6 LR>N.
nit-i - 14
Para sí mn 1)bfl car, fij aníto>s ntrest ra at cnt osióuí cii sol it (sIonu es osí ás í c¿s nto> oso>tistantes
(‘oit simetría 0=5férioisa> xx f(¡7¡[) 14
ctry¿ extsteítcu a reoíuucre, ebviantente, la oso>uí di <sión JI(O) xx (3. Para etía.s - la
a’ecuacíóui (leí 1)erfil se reoluce a una LDO <le tipo J3aqrange:
b —ni IV) &It) Rb¡f’%¡”’ O, ~ (1 2)
nu —1’ + ‘ + xx > o. 14
(ten si oleran o-lo>, cnt pri uíí o-mm’ lugar, fmio-si en es olecrecienes, clistimiguiuiios o;lo>s o <1
so;>s: 14
1. si b xx mvi se tientom




4.1. SoLucIoNEs DE SrMILAH>IDAD. 29
2. si b ~ uy augínítíentando osen la variable ~= [(E)obteneinos ~ ésta
vei’ítu o:a la cosuacion
b— 1 ¡1~E Ruttb(—C
nt —1 + —
) m—r) o-k —
dE
li)e es ta Ferítía si b — 1 1 a ecu¿tci ón (4.4) oso>iii cio-le cxaet amnente.,
(4.3); cmi o>tu’o caso, es c<íuivalente a
= (mu—ii)
+ mn(mn — 1) Bb ( ~fl«’~21—b - -
nc aol ¡vii te la solirosióíí
E = [‘-<iii(..~>fI(E))m~u
En amtíbos osases, se llega a
f’ (E) = — ( Ek Rní
p o>r 1<> que f’ (o) = O es, cemíto> ya 1 al;> íauii es aolel amuta<lot tu u a conobcionu
s¿oiu’ia>. 1>ou’ otía> paute-,.! (O) = uiOH pemun te escm’ibi u’
[(E)= .10 — (ni — 1) (E”’
kRtn<’
Eiuialuiíenite, uióteso-’ que la ro=laos¡ón(4.2) oleterutina
fo = { ~
niece—
si b#ní
¿tul) it m’¿tm’ío si b = ni.
Po>olcmíi os asf eui uni ¿siam’ el s ig~í ie ¡u te resu It aolo:
Teorema 4.1
Sí un > 1 y a E IR, la func¿or¿
-w(u:, it; un, R, a) = a — (ni — 1) (4:fl)
es -ana so/-ación clásica (no constante.) de- .similaridadu de la ecuación
= RiVal’” en RiN y IR+.
(4.4)
oso;> mí
Hay 01mw 1-omar b = rn pues emu otro-> osase río-’ obtertentes sol mu ci Quies ¿mii tesiu<íiíares-
CAPíTULO 4. P[vn’u EDA 1) ES 1 NT ¡ti NS liGAS
Observación 4.2
Si u’epetiutíos los u’azomu¿tuitiemitos auuteu’ ou’es colí vistas a euico;niti’au’ so;<luu—
msiO)II0=5 ¿lo) oleosr’o=ciouito=solor (4.2) llegann>s rí
E = — Huí (¡“(E)) <<<~
o;lo= <1m>i u mlo=
0 =PV) =0. ~‘ > o
y o=l lueoslio ¡‘(0) xx jo osonuohuuoso=ut a 1 ñu, lo> o1uío= uívirestra- la iuuo=xisteuiosiaole
tal tipo <le solln osioui es. o
Observación 4.3
(21 ¿ír¿níí emite
u(0, it) = a, t > 0 y limiiw(:c.it) = —oc, x#(). 14
1—u-O
2. La fuinciojn
W(u:, t; ni, LI, a) —-w(u:, it; mn, LI, a), (u:, it) E uiW >~ iR~-
<Ss u mta so>l uici ó u oíe
+ Fi Vu¡<
1’ xx (3 0-fi x lR~
vm=r¡ fi osart <lo>
W(0,/) = —a, it >0 y liutí l-l-”(u:. t) = +oc. u: ~ 0.
¿—*0
3. lJIaolo T > 0, la fumiosiómu
V(x. t; rin, 2>, o’, r[~) 1 —-w(x, T — /; mii, h{, a), (u:. it) c bIt x]íi (4.6)
es taní tí íéuí unu a so;fl u ‘sión de
u
1 xx R.¡ Va ¡
alíoi ra- osen las p roil ) i0:0>1 ¿í>oles
V(0,it:uuu,R>,o’,T)= —o’, 0< /<T























4.1. SOLUCIONES DE SIMILARIDAD. :31
Las’ sol ujosíenes o~e simil ariolaol van a tener, para nosoÁvos, uiit¿t o=speci¿tl¡ iii-
peris au>u os u a eui el es trué ¡o <leí osO)mnpo)u’t anií uemí to) asumí tot loso) it —* + 00. No ebstante
oleteruvi i uíauí o)tm’as propíeolaoles íníteres¿tuites, osorvio:
Teorema 4.4 (Comparación local)
Sea w(r, it) : IR±x IR+ —> ll{~ una función tal que
w,- (r y w«r, it) < 0, (r, it) E + x lR~, (~I.7)
(4.8)Liní w(r, it) = +oc, r > 0,
¿—*0
hm w(t, /Ñ) = ±&D para alqá¿¿ rt > O
—w1(r, it) =T (wo-(r, it)) , (r’, /) E bR~ z 1R~
donde >1 : 11W —~ ~R+ es- ana función continua veríjicando
T(Ar) =AT(r) u >0 A>).




u, =T (¡Vuf) en RiN x}O, T[,
¿ ¿ to re e -s
u(u:, it) =u~(u:, it) =a-JO, 0~) — w(¡u:¡, it), (u:, t) E ILIN x]O, T[
stendo
u4O,O~) — lun iníf u~(y, .s).
ta>l o;jIuo=
Demostracton.
Para t e] (ji rJ~ [lijo>, la i ol e¿t c<uísi stc en ¿somu stru u ir un a uitO)<lifi caosioin w,, <14. w
-a~(u:, t) =u. (0, 0+) — w~(¡u:¡, t), u: e ~ (0)
= w en [O,a] x {t}
y
pa-ma a >‘ O siifi¿se¡ temneute gran ole. Ii)e esta forma, los va-losues de r t4 ~<í
//
ser arl;)i trarios, oso u u o] ii yen el resuIt aolo.
Cíx I’ÍT~mIo 4. P IIOPIEI>l<ADES INTItINS [GAS.
f’o r ofm=finí os;oit, o=xísto=6 ele. ntiuu (1, t )-[ tal <píe
a~(O O~) < a~(x.it), :rs E Bjt)), ti < it < es.
(Jo¡ísiolcuení os los mso)nij tu mu tos
u’
\1
lZíu±(ÓB,1+<. (0) x ]o-” , í— ~ U (B0+o-, (0) x 4c>’ 1) 050>1) w e]t, ‘I’[.
x
(<o uno -a, E SCI( [FiN 5K] () ¡>17 [)existe. por isa-mi 150), A = iii f u,. De esta Íeruuua,
-Ño
í;oolertos msemí si<lei’ai’
o>(sr5.it) = a~(0. 0~) — ~(w(jxj, it)), (u:, /) E 11W >< LB~
su cuí ole e E C u ([0. +oc [) iría fun cióu osomí las si gtnicuí tes pu’<)1) ¡ o=o-bao-les
2. l¡uíí eÓ’) =
r-*+ 00
3. p(i) = ¡‘ si O < i’ =wQ¿, t).






















4.1. SOLu:IoNí~s DE SIMILAI{IDAD. :3:3
Nótese que si oleuoi’tauiios po)r x(’) = (w(., <fu y elegimos a = x(w(¡í, t)), se
sigue la coml)atils)ibidad ole las hipótesis, ya o~ute al ser Wo- > O se tiemto=
w(¡í, t) xx w(a, r) < w(¡í + a,
Bit p rin)) o>-r 1 ugau’, ~ 050)ulst ru u cosio> mí. p¿rra (u:, it) E ¿)B~+,,4O) 5K]e”, w[ se verifica
o>(u:, it) = u~(O, O~) — e(w(¡¿ + a, it)).
(2o)u lío (fl < O ;)ara it < 7 y ~ 0=5 osi’eoio=itteemttoitces
o>(u:, it) =u4O, O~) — e(wCa + a, r)) < A < a (u:, it). (4.12)
Por o,tre 1aolo,. la> ito> míegat lvi <1aol ole e Itace q tic
o>(u:, e”) = -a~(O, O~) — e(w(¡u:], ¿9) < a (O O~) =-m¿~(u:, ¿‘9, u: E Be(O).
Aoleutíás, si u: ~ B6(O) se obtiene2
o>(u:, efl) = -a-JO, O~) — e(w(Iu:I, ¿‘9) =u~(O, O~) e(w(¿, en)),
por lo-) oíuíe liii) w (es, e”) = + oc para e sufici el) teme nise I)e<I ucur o II e\’a a
c-*O
-¿í~(O, O~) — A =~(w(e, e”)), e < jt
y. osouisecuteiitemeitte. a
<¡‘(st:, ¿n) =A =u~(u:, e”), u: E B~+
0 (0). (4.13)
F’o)u’ otu’¿u> í¿trto=,oso>ní e o> es difet’emu osi able cuí ( HiN \ (O ~ ) 5K lRg cosírt
o>4u:, it) = —e’(w(~as , t))wÁju:¡. it), (u:. it) E IR’” 5K bFt~
y
Vo>(u:, it) = —~‘(w(¡u:¡, t)wo-( us¡, t)1~1, u: ~ O, it > O,
1 ¿i re;) ¡ ci laol e’ > mace o¡ne
1 (~Vo>¡) ‘Y’ (e’(w(¡u:¡, it))wr(IxI, it)) =e’(w(¡u:¡, it))T(Wo-( ¡:¿s¡, it))
2’réíugmm¡>~e en cmuemuta
<umue Os. > O, “‘1 > ¿ y =es crecierute.
:34 CAPÍTImLo 4. Paopi EDA DES INTI{INSILGAS.
> —ú’(w( :r [, /))w,(¡u:¡, it) = o->¿(u:, it), (u:, it) E <fl{N\{0}) x
1> umesto o-ji <e
D~o>(0,it) = (A, it> O
50=tu emie a-si <1i ie
o>1 =T (¡Vo>I) cuí 11W x lR~
0=u el sen ti do ole la viscos i oh aol. I)o-,ui otau u <lo> l)Om’
o>c(u: it) = o>(u:, /) — ¿st
vo=auíu <>s <lime el mit ím¡imo> (y, .s) o;le -a~ — <¡‘e emu B ¡¿4-a (0) x [¿‘o-,y] uí o
B,<+,. (0)5K ]es” , -r] . IBní efeosto>, 0=uícase osomitu’am’io), l¿t oloisiguialo-l¿e;l
a’
50=alosau i za mii
(a. — <¡j(r 1) > (-a. — o>E)(y -s), (u:,!) E B,¿s6(O) x [¿t, -r]
osen (y, .s) E B,1±<,-(0)x]to-. -r] oso>noliuose a
u~(u:, /) — a~(y, .s) =Vo->~(y, -s) . (u: — y) + o-/4(y, .s)(it — .s) + oCx — y[ + it —
iiiego
(V/¡(y,.s),o-/4(y,s)) e D’-a(q.s),
olotrí váuo-lo>se la> oso>uitrao-hioscióui
0 < o-j{’7(y, s) — T (¡Vo>t(-q. .s)¡) < —es < 0.
Po>u’ tanto), a partir ole (4. 1 2) y (4 . 113) se deol uce
(a. — o>)(y,.s) =0
l)Our 1<> O]iio-=
(m¿. — c>)(x. it) + ¿it > (-a. — o>)(y, s) + ¿.s __ es > 0
es oleen’,
<¡‘(u:,!) — ¿it < -aju:, /), (u:,it) E B,~±,}0)x [es”,T)





















:354.1. SOLUCIONES DE SIMILAFIIDAD.
Observación 4.5
Si w(. —y, ‘—Lo; mvi, R, O) es la solucióuí <le sintilaridaol dada cuí (4.5)




emito>mtces es claro) oíue las funtcio)mtes
w(¡u:¡.it) xx -w(u: — y, / — ito; un, It, 0). (u:, t) E lEO x]ito, T[
y
X(r) = f{r”’, r ~ O
satisfaosen las biipóises¡s dcl Teorema 4.4. Puesto que
u>~(:¿s, itt) = huí imuf u~(y. t) > lun ¡nf -a~(y, it) = u~(u:, it0),(nj,e)’—*(x,t4) (mnt)—*(x,to) -
-a~(u:, it) =u~(y, itt) — (un — 1) (
=a*(;mi, ito) — (ni — 1) ( ¡u: — vi”’
— -te))
A co>u it ini u ació mí, esttu <Ii antes el caso un xx 1 q <10= comí <Liice a 1 ¿~ ecuaos ióu
-¿It = LI¡V-a¡ cuí 11{N >o- ILI+ (4.14)
í;¿o>ra> í ¿í. ojiuto=las sou (siono=s¿uit os i líti 1 ¿tres vi cmicnt aluora> o;l¿to;la>s po m’
-ax(u:, it) = A””b>a(Au:, Ait)
p¿tra to>olo A > O y b c IR, supuesto (lite U es tauttbien u ita soluución ole (4. 14).
Pa-ra obten er la> cosuuación o;le síunílau’íolaol, argumutemitanios <507)1110) antes so>bu’e la-
u gui alo;l aoh
1;> a>u’ ¿u> IIo=gau’ a
-a(u:,t) xx A..b a(Au: , Ait)
se sugmre




it-a, + sc ‘ Va — bu O cii HiN x 11<4-.
36 C,\ 1’ ÍTI>i LO 4. PRO I’1 EDA 1) ES 1 NTRl NS EGA 5
ljti 1 izano-lo> de ui¡tev< el iítokooLo o-le l¡w osam’actem’istic¿ís olitemieuiio)s
-a(xe~, Les) = <u:. it)etS, (u:, it) E 11{N ~ IR4-, .s > (fi.
¡‘(Dm’ tartto>,
-¿¿(u:, ¿9 = ¡~‘¿í ( 1 ) Ls,t) E >< llL~.
De m=st¿tfo>rmtta, si f(u) S u(i¡, 1), se tio=uie
— l{¡ Va ¡ = /b— u (bf(r1) — y Vf(q) — R Vf(q)
:1:
ara La -ua¿’íab le de .s-in¿ ile ridad 7/ = —, por le qí u el perfil de .si¿nila¿’ídad vi cuíe
bf( rj) — -~ . Vf(ui) — LI¡Vf(y)¡ = ~, ~ C
13umsolumemíioi)H solumosío>iíes oslásiosas ole la bbu’nia
xx
oluue llevami a u’esoí vei’ el ím’ol’lertia> o-le (~¿ttmchiv
(4. 16)
{ bí(E) — Ef’(E) — LIj
¡‘(O) xx It.
= O, ~ > (fi
Obvi¿turteu ite.
1. si b = O ~ 1(E)
2. si b # O <lis ti ti gui ruies a su vez <los os¿m>sos:
(a) 1” =O para el que (4. 17) toitta la foríuu a3







<suya sol ii osiou i es












1mie bf(<fl =O, E =O.
a







4.1. SOLUCIONES DE SIMILAIIIDAD.
(b) 1” =O en cuyo caso el problema (4.17) es4{ bf(E) = (E— R)J”(E), 0< E =Fi
1(0) = fo
cuuya> solución víeuíe olaola l)Om’
fV) = fo (1




O <E =Fi (ti0 =0).
po)r lo> q uio=.solo pooi remos enoR)I u t ra-r so)luciones clasí osas
Teniemiolo o=mí ostrenta <pie aq iii la variable ole si ni i l¿trí<l¿td CH 7/ = —
ole 1 ¿t reí ació u (4. 16), peoleuíí os emru n ciar el s iginen fi;e res ul taolo:
Teorema 4.6
[‘ai’a b, a > O az’bitrari os, las funciones contin-aas
“-<u (u:, it; LI, b, a) = a(l{it + ¡u:¡)b, (u:, t) c LBN x ll{~
y
mv2(u:, it; Fi, b, a) = (R.it + ¡u:Dt
son soluciones de viscosidad de la ecuacron
= l{¡Vu~ en IRN >< ~
Demostracion.
(21araní eu u te se verifica{ (wu)¿(u:,it) = Rba(Fiit + ¡u:¡)b”t,
u:
Vwu (:rs, t) = ba(LIt + ¡35¡)b
(u:)) E ud’ >< uit4-
u: ~ O~ it > 0
x ll{~.
a- í;a>i’tir
te ¡nuevo, bf(¿) =o, ~ ~ o.
{
C,xpí¡>r>ui~o 4.
(-ai)¿(u:, t) = libO’(Ri + u:l)b+i
Vru2(u:, /) = bu u:(FiL —1— ¡xfl¿4-i ¡,.¡
= LI¡Vw~¡ u: !=0.t > 0
PROPIEDADES INTRINSEGAS.
(u:,t) E a”” x 1í~




4->¿vu (O, it) xx fl~ ¿u
2 (0. it) xx 0, t > 0,
se veríti ca ouue -w~, í = 1, 2, es 50)1 uosiomu oile vi sososi oh aol ole
(-¡a~ ) ‘< R. V-uu~ ¡ euí íI<N Y IR4-.





¡El =l} , / > 1)
El =b} , t >0
P-2 — T¡j¡ ¡ = Rba(Ritft1 (1 — ¡El) > 0. (pu, 1>2) E [r>~~(0, it) ‘4
R>bu
— Rípul = (l>Q)b+i (1 — ¡El) =0, (pu, 1>2) E D”’-¿u2(0, /)
<MAO) <inc ¡El < 1. lo o~uíe pemmníte coiiosli>uiu’ la pimeba. u
La oleuní<,str¿tosióuí auuteu’¡on’ Imtiliz¿t lmii so=uiosillo>m’esumlta>olo to=<íii<so> o;le graiu
u.u tu Ii o;l ¿to;l . 5ir pouigarí u ;s o;~ ti e
i¡(s) xx f( 5 ), E IBM
(S0)II 1 E en (IR). En tO)ui oso=s se verific¿t

























4.1. SOLUCIONES DE SIMILAItIDAD. :39
pom’ lo> olute
1)4-u(s) = [)‘>u(z) = V-¿í(z) =
Vo=aiíiO)S a> <50)!) tiuutacíóní lO) olnc o)cuirre cmi el ímn te z = O.
Lema 4.7
Sea -a(s) = f(¡~L), es E con f’(O) e IR. Entonces:
1. f’(O) = O !=Dtu(O) = ITYu(O) = {O}.
2. ]“(O) > O =t’ [)4-u(O) = (A y Du(O) = [—[(O), [‘(O)].
3. [(0) < O ~ [)4-u(0) = [‘(0), —[‘(0)] y ITY U(O) = (A.
Demostracion.
Basta tener crí os-nemita las relaosiones
— -a(O) xx j’(jg¡) — 1(0) = f’(O)~y¡ + o( Igl)
y
Igl > p’ y + oQg¡), ¡p~ < 1
¿tsí coulio) la iio CX! stemí cia ole o=lenteíttos~ E
11{M vo=ri! c¿jmiole
Observación 4.8
Nótese o~ iuo=si b, o’ > ú, l¿ts fu! ncíones
-w3(u:, it; Fi, b, o’) = { o’( LIit~Iu:I)b s¡ Psi < RL
si lxi > FiL
atu(u:, it; Fi, b, o’) = { ~o’ sí ¡u:¡ nC Fui
si ¡u:¡ > Fui
son .solitcio;¿ es gcncra/izada.s pero uío ole y’isosoisiol¿tol
mí ole la o=curaosiomt




[)e luecluo no son soub <ni suupersolmmciouies ole visosesidao-l.
C+xf’írI;LO 4. PHoÍ’IEIAoEs INTRíNSECAS.
E mí o,íoncto. si O < ¡u:¡ < h{it se veriliosa.{ (¿u jdx, it) xx Itbsr(Jtt —
V¿v3(u:, t) xx —bo’(Fi/ — u:f)b SL¡ :15 ¡
\7
1
mil mii tras <jume
1>-.>< (sc 1) = R>bo’kíL4)t , - (Itit — ¡x¡)b±i
bo’
Vuixs(u:, it) = — (Fui ~x9<4-~
(V-w~<ju:, it), (-w1)¿(x. t)) xx (ji su ¡u:¡ >. itt ‘4
= IR. ¡V-rv1¡ , tI —<z srs ~ Rl
1>o,r la amia>l
resii ít ‘á><í<i )aya
og ua o;íii os p mescmii; a> ii aniEas fum mi o>: i o níe.s ¡1)0)8 t m’a.u u) o;5 , o;so; ii o;lcts ¿mIl 0=, o=l
ex> (1;, it ) . A mit <=te o;lO, 1 a> ji> r&>í} 0=m1 ao;l
~4 LLIÁ xx —oc, u:
Iiaoso=oj une
IT)”’-w4 (u:. Leí) = IEO x lFi, u: O,
iii 0=mi tras <u ¡ue
D¾mu(O,/)xx (A, / > O
por lo quue. oEv ¿miemite. u o> se í;uI ed e ven fi osar la <les igual oil ¿tol
Pí — RIpj =O ,(p ,j>~) E IIRN 5K IR.
Se sígtme, I>o>m’ t¿juute, opte -w4(s¿s , it) mto í;umo=oleso-mr’ soñuuosióní o-los visososíolao-l o;lm=
a~ =R!V-a! en
Por otra parte, la- caram;:to=yizacíonu
[)



























4.1. SOLUCIONES DE SIMILARIDAD.
(151(1 — ¡ E~) > O, lEí < 1
pum’ lo <pie 1=14(u:,it) taunpooso es sol ulosiómí ole y isosos¡ olaol ole
-a¿ =Fi¡Va¡ crí x LB4-.
En el u’azon¿ímiento para 11)3 (véanse l¿ís fig~uras aoljumnítas) bast¿í> teuíer cmi
citemtt a qn e para u: ~ O y b > 1
—1 b> 1
b=l
[) ¿03 (u:. .10) (0,0).
—~ { (o’E, Ita): lEí < lY
E igí í ma 4.2: Ftmn osio>mu ?u~ para b > l
ní iciutras que si O < b < 1
Ii)+ -op3 (u:.
4~~I) —(A y
Po r o)t re 1 aol o, P ¿ira it > O,
[)-a’s(O.it) = (A y IT)4--o-va(O,it) = { (~bo’(Itit)biE, Itba(Itit)b—u)








53 (u:~ ~t;~>I)— lls<N >< LLI..
~EI=íX;
7>2 — Fi¡p1¡ = R>ba(Fiit)bi(I — El) > O si IE~l. o
Cx [‘I¡>I’ULO 4. PRO I’I E DA 1) ES 1 NTHl NS [GAS.
F’iguu’a 4:3: Euumíosiómí ¿vi> Isiama O -< /‘ < 1
Observación 4.9
Por otro> lado si b, o’ > O pau’a> osada> r > O la- fuuiuosuouí
o’
1/(u:, 1; Fi, b, o’, w) xx (LI(-r — /) —
1 +cc
si ¡u:¡ < LI(-r —
es unía fituíosioui seuniícomíisíiiua olluon ~-‘erifiosa
C~(O,r) 1 {(u:,t) E IItN x llh
A tiCfi ¿18, es so )l u u <ti ou 1 geu u eral i zaola dom
14 = R¡VV¡
¡25¡ < l{(-r —
cuí Cu~(O, ‘r)
y soulutosio;uu ole vísoso>sío-la><;l ole
¼=R¡VV¡ o-muí 11W 5K ll{+ ‘4
E ui om feosto;, <so;> uuí { ½(srs.it) =VV(sr:, it) =
Obsérvese o-íH<~ y (x/; 1-1, /< a,
libo’
(R(r — it) —
(-<o’
(R(-r — it) — Sr;





























4.1. SOLUCIoNES DE SIM ILAI{I[)AD.
sO-cc ¡sr¡ nC Fi(r — t) y










(ITiQr — it))b4-u )
—IEI)=O,IEI=1
lo oj me ¡ uií j)l ios¿í>
7>2 — It¡pu ¡ =O, (pu,p2) E DV(O,L).
Fon’ o; is m’ ~ ¿í-u’ ise, 1 ¿u> i mo ~i eo;l ¿í>o;l
( Br — ¡xl)
— +oc, 0< ¡xl nC Fir
D4-V (u:, Itr — lu:l) = ~{N x [It, O nC ¡xl =Fir,
comí 1 o oíiue 1/ mio pue<le ser soluosióní de visosoi’s i 8 aol de
>U¿ =RIVuI en IRN 5K
No> obs tau te, í ¿t reí ación (4.18) y el u echo qnc
wv (u:~ LIw lxi) = ~, O nC ¡A nC
deterní i nauí <píe V sea. solu¡cíómt de viscosidad de
<mmi to)n oses
-43
¡El =1} O nC Ji nC Y,
o etomrun iii a
(4.18)
-itt =R¡Vu¡ 5K 1Fi+. u
CApÍTULO 4. PROPIEDADES INTI-tINSILGAS.
Observación 4.10
Q uueu’euuios r’eso=miau’<lime se pumeolemí emtcemítm’an’ solurosío,ies <lo: viscosio;lao;I o;lom la
0=05u u ¿mosmo;),
xx Fi¡Va¡ en 11% x ilh (4.19)
dom la fou’uiia-
(4.20)t01 (u:. it) = j’(Fiit + ¡xl)
¿¿32(5v, it) xx [(Rl — ~d) (‘1.21)
olo,uuolo= 1’ E CV ( IR) osemí /‘~ > ~7’ (Jeuiosu’o=t;a>uííenute.
Os u oms soÁuucíóui <le visoso>sida>d o-le II~ xx Fi~ Vu¡
2. ív2 mss soilummsioíu ole vísoso>siolaob ole 1I~ > Fi Vr¿¡
IB mí o=fe<siso;>, ‘s; u u u o>{ (¿<‘u ) (sc, it) = Rf’ ( Itt + u:
Vmnu (r,!) = ¡“(RL + Jxj)~±~
515{ (wj¿(¿. /) = iíjV(Rut
Vmv2(x, it) xx —¡“(LII — ¡s¿s¡) js(’j
( s,t) E 1pN >< lFi~
u: ~ O, it > O
(u:, it) E utN >< LB~
sc ~ O, it > O




2(O, it) = (A, Ji > O
y
¡El =1 , it > O (4.22) 4
o=mutonios<.s -mvi es suuli>so>luiosuoui y <‘3-2 suip erso>l ut ¿sión olo=
aj = R¡Vut¡ cii 11W s< IR±.

























4.2. PROrÍEDADES DE LOS CoNJUNTOS SEMIDIFERENGIALES. 45
A <1entí ás, el Itechio
LIf’(Fiit)(l — ¡El) =O, ¡E¡ =1
y la osaracto=rizacien(4.22) mííuiest rau que Wu es suu pcrsclíición <le viscosiolad
ole (4. 19). Por otra parte, la rel¿tc¡óui
mmi <Ii c¿~ o~ nc <=12 mu o es subsol uu osióu de y ¡ sososi olao 1 ole oí i cIta e;mosu aosuon
Fimíabníente, nótese <lime í¿t~ -¿¿u ‘cas soluiciones de siunilaridaol ole (4.19) ole
la> fo>rmvi a (4.20) o (4.21) son aquel las euí las <¡nc f es positivamente hon¿ogé¿ca
oIt m gr¡m o le b, es oh cosi r, osu u ¿ímr ob>
f(Az) = Abf(z), z =O para A > O.
ji) <10=5 <mu> tal casO) som vem’¡ fi os¿t
Abu(Au:,At) = u(xj)
(ver (4.15)). o
4.2 Propiedades de los conjuntos semidifereln-
ciales.
U omosoigo’.níos cuí esta Seco;ióui alguu mías propieolaoles ole los conjnuitos so=miolife—
u’e mt osi ales o-le utu a fin> osí emu f : 0 IR, donole O es uí uí co>uíj tun te al;> i erto> ole 1kM
¿sen NI > 1
Se incluyen apo>rta¿:iorues person¿tles, en forma ole resumltaolos o? ole de—
uiiostu’a>cíouies <Ii rectas, o~ nc son de gr¿ín uiti Ii da<l cmi la lectura> de esta Memnori a.
(2ouíteruz¿tníos reosorolaniolo la <Idi niosióní ole estos conj nitos:
Deflutición 4.11
Sea 60< E O.
it j’(zo) ~> E 11W 1(z) nC ¡‘(sC) + p’ (z — z<’) + o(lz —
14
4
46 C,x¡’íTU Lo 4. Pltou’¡EnAlúEs INTI{INSEO ‘AS. 14
es <sí 050)uij uní f;o s aperdjj’erer¿ cía( <[e /‘ eru s0 y ‘4
[St(s0) {p E ~pM : [(s) > [(so) + p ‘ (s — so) + o(¡s — sMI) 1 4
es o-ml mseuijuuito> -surbdifer’e;¿eiaí <le ¡‘ o=mí su¿’ Eu u a>ntil;)es 057t505. ‘‘~ olemuota o-ml pro—
ol nosto> esosal ar cuí <sí ideo y osou 1 ¿m. notació mí Ji- (s) = ~(l~— ~o ) iii dicaíui 0)5. (o>!> u’ u 4es 1 <¿dii is um¿ol , o~ute
h(s)
hirtí = O.
—YZm ¡5 — sol -
Observación 4.12
(ionio se si gui 0= i u utío=diat auíícríte, IT)’ /‘ (so) so mi osou <pi!itous osem’m’ao;l0)5 \‘ 0>’0 u—
OIOÁ ~‘‘ 1’ V(’’11 -A -- 4vex0>5. A <len u ás osinauí ud muticlomí ‘ es omumeu’euciaoue en uuuuute ~uíse 1 meuio’.oi-<
(uf) y i ¿mití<mii te. D
4-J’(so) xx ITYj’(stí) = {Vj’(so) ~. 14
LI resutltaolo u-cc ipuoco 50=uiíurestm’¿t o=uu la ¡‘uol)o)smosmo)ui 4.25. Noteso=<pus, a>deuííás.
IT)’ = o 14
Sea ~f: O c -4 ¡fi y j> E D+j’(sii>). Eiut<noses poir oletnuiíosíon se vei’mtuo a ‘4
j’(s) =fizo) + p ‘ (s — so) + o(¡s — so!). (4-23) 14
Obv’ ianie!utc
sien <ie 1(z) nC [(so) + p’ (s — so) + ~4-(s)
<Id(z) 1 [1(s) — J’(síi) —p (s —~Jk , s E 0 (4.24)
1 uítax{r, O) tmuia fummíosiómt osen las íi>ropieol¿¡oles 14
> O. ob4-(so) xx O V<1V4js
0) xx (fil 4
va <pie la reí aci ó mi (4.23) oheter miliii a
(fi < ok(s) old(s<<) xx Lf(s) — ¡‘(so) —p’ (s — so)]~ nC [o (¡s — 14




474.2. PnoP1EoAoí~s DE LOS CONJuJNTOS SEMIDIFEI{ENCIALES.
Proposición 4.13
Con las- notaciones anterrores. si cu:íste 6 > O tal que
> 0, s E Bs(zo)\{so>
entonces la fanción 1’ es díferenciable en ~o y, además, p = VJ(so).
Uem ost raci on.
13¿tsta teneu’ cmi osuienita o~ mw








¡5 — Soil o
Observación 4.14
A uí álo)ganiieuite, si p E IT)— J’(so) ent<)mioses, a ;)artir ole í¿t funosiómt
V(s) = [1(s) — j’(so) —p . (s — so)] , sc O
se ver¡fi osa ojui e si existo m 6 > O t¿~l <lime
4C(z) nC 0, 5 E Bs(so)\{so~
emitonces la f’iinosiomt f es diferení o;iable cmi ~o y’ p = V.I( so).
(it 1 niin{r’, O>)
o
Definición 4.15
Se.a 1 E EA(O).
j’ (s) = lintí sutp {f(y
r—*O
smtpe-¡’io-r’ dc f.
) : ¡ s — -q¡ nC r }-, s E O, es la enu-aeltasemicontinua
2. j’~(s) = Hm inmf {.f(y) : ¡s — -ql nC
o- —40
inferior dc .1’.
s E O, es la e¿¿v-míel/a .semníco,¿tít¿ua
14
4
48 CA [‘[TU LO 4. Pno F’1E1i>A [lES 1 NT ¡ti NS LO \‘3 ‘4
Observación 4.16 14
1 . La oh omlim <síorn olo=cmi ~‘ mmcl it ¿i>s seu u ucon ti mii u as dom una fuití <si ómí /‘ soilo tic míe ‘4
seitt i ole para fui u u cicí u o=s1 oxs¿tlnientom acot¿mdas , pa-ra las o¡ mí e 80= ven 11< ‘a
f~(s) nC 1(s) nC f*() s E (9.
Aolo=uuiás.<bm la í;uu’opi¿t <leli ¡miosíduí, 80=ola la ígumaldao 1
it(s) xx —(—ffl¿s), s E 0. 14
2.Sea s0 E (9. Cía m’amtiem u te. a’
f es -s.c.-s. o--it s~ ~ ¡‘(so) [‘(so)
y 1 es .s.e.í. cuí ~o ~ j’(so) = f~(so).
:3. La euívuuo=lta5<Suiiico)u!tiliií’c<>suil)o=nie! (n’esí. iii f’em’ioi’) ole f en 5<j E O 14t amn li>i emt 50= p trosmole <Hm ¡ini r osOuii 0) ¡ a mi ueno r (resp. mii ayouir) fmi mu ció u s .c. s
m’esp . .s. <s. >~i . ) y u e niayora ( resp . míti u u era-) a / <muí las prox i uíí ¡<1a-des oIt-’ síí.
Em-u efecto, si y e SCS(B s(so)) con 5 > o w-yi ti msa 4
f(s) =q(s), s E Bs(s<í),
a-mm <lo euivuel t¿ts smmpo=rioresse tiene 4
1(s) nC f*(s) nC of(s) = q(s), s E Bs(so). 4
‘1. Si .ft (so) = [(so) emiteuí oses 1)4-1> (so) = IT)4- ¡‘(síu). En efecto, pou u uaol ot i a cíes i giu al ob ad ‘4
jjs) nC [*() nC f*() + p ‘ (s — so) + o(¡s — sol)
= J’(so) + p ‘ (s — s<,) + o(¡s sol), 71 E D+j*(so) 14
de t eu‘u-ii i mía>
D4-i~so) c D4-i’(so). 4
Po;r otra parte. sí p E 15)4- /‘(so) , se vo=rifiosa




4.2. ProF’IIBDA[)ES DE LOS CONJUNTOS SEMIDIFERENCIALES.
= f*() + p’ (s —so) + 4)4-(z)
obomio bm 4)4- (s) vicute daola emt (4.24); osorno 4)4- es osomsmt¡ umia emu un emítormio,
ole z~ entomices, tornando cuivuteltas superiores cmi la olesigualolad auiterio)r
0)1;) te mm en íes
f(s) =P(so) +p’ (s —so) + 4)’js), ¡s — sol ~ 1
ole ob> miole se comí cluiye o~ure p E f)4- j> (so).
-5. Dc Fo;rmii a ami álega> se u uiromstra qu re si fi (so) xx ¡‘(So) <=uitoi>ticotms
IT)”j’~(so) = ITt ¡‘(so)’
49
6 ‘Si 1 ¿u. fu uí os¡óu f alcanza ítíí iii áxiutto (resp. ntímniu-ii o>) 1 o)cal cmi sí <O
cuí tomioses ~fes .5. C. .s. (rcsp. .s .e. i.) eít ~o, ;mes basta observar
f(zo) =j’*() mt litn simp
z-*zo
f(s) =f(so).
U mí pr i mii oimr u’esmil tado) es el siguiente:
Proposición 4.17




p am’¿i> al guiu p E HÚm , oíe o 1 onu o-ío=




A la vis isa o;lo=l u’o=sumltao;lo amu tor’101’, parece osen ven u o=míte meol umeu’i u’ 1 ¿u-
ceu is ¡ u mmi ¡ ob aol supomri ev ¿tí argumttenítar comt las supcrol i feu’cii cia!es.
o
soimiiti—
CxPfrr¿¡Lo 4. PI-1>(i)I’IEI)AIi>ES IN’u’RINSE<I:AS.
2 .A¡m álogauuiemute. se mtttmestra
DJ’(so) # (A ~ /‘ es s’.c.i. ommu síu.





oms mi mía- Iimíuosíemu of uton vo=u’ifnsa
fi(o) mt —1 .y j’~ (O) = 1
Ii> Ou’ boi> o~ uíe
si InC 1<
le oj umo=. <muí o»s tos c¿tsos mittpl i ca
Vi(O) = D4-f(O) xx (A o
ti ¡ni> osam’aostem’izacieui ole los eleinemtto>s ole las suib y su ¡)em’oli fom¡’eumcialots \‘mommIo>m
ob aol a cii cl si gui i eui te res inItado ojue 1)lleole emt cotí trarse o-muí [C r—Li 3] y [Cr— Ev—Li)
(véase tauíí biéii la oleuítostració¡t ole ia IT> reposiosióit 4.57).
Lema 4.19
Sí .1 E SCS((2) (resp. 1’ E SCI(O)). ~o E O y p E nt /icsu¿e.s-e
p E 1.)4- j’(so) (resp. 7> <E IT) j’(so)) K4 B4) EC> (O) /a>í qmte \7 <1> (s<<) = p
— 4) / íe-n e un -maximo ( resp. mmi-rn o) local c-¿ sí. o
H>o=spemstoa las ‘reglas oslásicas ole la o-lo=u’ívasiómi ole mmii pu-oob u mosíso> y Li> uoegla
ob o;m la caolo=mí a, se is íemrert las s ígít i cii tes p repieol¿toles ii-u ¿is gemí cual o=s
Teorema 4.20 (Regla del producto)























4.2. Píbor’IusDADES DE LOS CONJUNTOS SEMIDIEEI{ENCIALES. 51
Sí y(s) > 0 s E B y p E D4-f(so) (res-pu
l~) [(so)) entonces
ti(s) =0, z E B y ¡nc
y(so)p + f(so)Vy(so) E D4-(fy)(smí).
2. Sí g(s) =O,
IT)4-f(so)) entonces
s E B y p E li)”’f(so) (resp. y(s) =0, sE B gp~E
g(so)p + f(so)S7y(sií) E [) (i’q)(so).
Demostracion.
N4ostre-iíios la primera aflrmitaos¡óni .Sea p E [>4- [(so) y y(s) =0, s E
Pou’ olefi niícioSni de osouíj unto superol ifereuícial se tiene{ f(s) =f(so)+p’(sso)+o(ls—sol)
OnCq(s) = g(so) + Vg(s<í) ‘ (s — so) + o(¡s — sol)’
El í’o=stul is aobo se sigue ole la oío=s1pmal oluol
(i’=í)(s)=(j’y)(smm) + [g(so)p + j’(so)Vy(so)] ‘ (s — so) + o( ¡s — ~oí1).
Observación 4.21
El beni a> ¿vuterior Sigiro-m sieuí oloJ válio lo) si ¡ E C(O) , y E C’ ((9) y ~o
oson! g(som) > O (resp. y(so) < O). o




l.Si 1(s). q(s) > 0, s E B y p E D
4-f(so), q E D4-y(so) (o f(s),y(
0, 5 E B y p E [Yf(so), q E DÁdso)) en/ornees
y(so)p + .f(sok E i)’4j’y)(so).
2. Si 1(s) > 0 > y(s). s E B y p E D4-í(so), q E IT)q(so) (o f(s) _





=dsotu+ j’(síí)q E iY(fq)(s<í). ~
J
4
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Observación 4.23
No5teso= o~ í,í 0= <smi au molo;> 1’ y y souí <;l i fo-mu’o=uiosí aI; Loms crí E (ú9 , 1 ¿15 i’o=la<sí O—
mi es ai u termores ose mí <luí osen a la ce mtoci ob a -regla de Le ib-u lis para o-li Io=re¡ u osíar mm mu
Teorema 4.24 (Regla de la cadena)
Sean 1: 0 c IR?’1 —s RiN. NI N > b y : 9 —* IR. con 9 G j’(O) y smi> e (9.
1. Sí 1 es dife ¿-eu emb/e en 5o en/ouce.s
LE)’=¡CI’(soW.Ií(so-) G D’(q o j’ftso)
donde 1/ (So) denota la matriz jacobía-na <le ¡ 02¿¿ 5o~
2. Sí N mt L y y es <¡-¿fe reí e-la- b le os-u 9 co-u q’( y) > O, q e ~>?, se y ci-Ji<sa
Lo-i’(j’(so))] D’j’(so) c [)‘ (y o
Demostracion.
Daolo p E lI)4-q(J’(so)) veaníes ofule pJj(so) E [)4-(qo /‘)(so) . Buí efomosto, ~
olelsíum iosioum <le osenj o-imito surpem’<biferenicíal. sos tueuue
q(g) =yC1(s~)) + ji> ‘ (y — i’(so)) + o( ¡y — j’(sí<)~), y e 9.
Por iii p¿tesis, <lado mj e U o=xístes E O tal o¡uuo-m .¡‘(s ) xx y.
P;n’ oti’¿í l;nm’to=.oscuuíio 1 oms o-li fo=reuuosialílo=cmi el po-muito sí> sol. vtku’i Ihs¿í>
y — j’(s<í) xx .1(s) — j’(zo) = J~(s
0)(s — so-) + o(¡s — sol)




z-*z0 ¡5 — sol
o(¡y — j’(suj) 1) y j(so)l
mt Iii>ui
z-4z0 Lv — i(s~)I js — 5ol
ej
= OL/Áso)l = U.
(ion somosunei u teuí uo-’mttom.
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U xx q(f(so)) + pJj(so)’ (s —so) + oQs —
ole <Ion <be so=sigue el resmmltaobo.1 P¿tra niostra>r el segmuuido ap¿trtado), sea p E D4-.f(so). Euíteníces, por oleH—
mii osmoní3 f(s) <[(so) + p ‘ (s —so) + o(¡s — sol)’
[)e minevo. m mtilizamtdo el ltecluo oíuíe y es oliferemiciatí le. obtemtenios
onu
(itIo=,pa
m’a ia;:Lízmi::7; ±9’(?VV?7)±o(V—::D,Í,?/E j’(so)¡).+ =;‘(.1(so))(.f(s)— j’(so)) o(¡f(s)U zamt oto> las o;les igu¡¿ti ob aoles ¿o-u to-mr í ores y la It i b)Ot<ms s =7’> O, osom u osíu lutos
q(f(so)) nC q(f(so)) + g’(i(so))p’ (s — So) + oQs — sol).u _
A conit¡no-rac¡ojn votantes otras í>roí>ie<la<les (le interés ole los osoimtjuiitos suib3 y su í>em’olifeu’etiosiales
Proposición 4.25¡ /5ca (9 G ~ f E LA(O) y 5o E O. Si
D4- [(so) # (A y iYflso) ~ (A
U .suaultanea¡ncntc entonces
D4-f(so) O ILE’ J’(so) = jVf(sofl
&onsecuc-n/-ementc,fe.s diferenciable en 5o y
u Vf(smí) — IT)4-f (so) = D[(so).
Demostración.u A u te to)ol o, la existemi osi a (le





CA I>ÍTI>JL() 4. PRo¡’IED,xnEs- INTI-tINSEGAS.
amse <jume la- fo-ru osí óit 1 sea. sí mii ni táncanícuí te. so=mit¡ oso)mrt ¡miiia 5<1 po=rlcr o-,m mí 10=—
rmo)u’!utemute y, pem’ tamito, oseurtínimia eíu 5o (véase l¿o- [>n’oposi<si¿uu4.17). Pow cutía>
pa>u’te. ¿o- pam’t;íu’ olo= suu b)r’oPia <lo:mtun¡osioni se tuemie
huí smtp 1(s) — j’(so) — p4- ‘ (z — so
)
¡s — sol nC (fi nC hiírt iuíf .I’( s) ~¡‘(so) — E— z-*zo y —
o=soLo;mosi u’





EM í-<¿trt í oso-miar. sic! ude ~o xx (s¿ ... . 4’), oso)ui s oleramnes
s=(s¿...,s¿+A,...,s~4). 1 <i<N4. Adfl{
1)0;)!’ boi> o~uíe 1 a pr-o) pi eo;l ¿al ¿o-u u te mi o>n’ mii u ies tía
A
(py —p~)lirtisup— <(1 1 nCínC LVI
<le o-bu ole som osoin osí mrvo=
pl pS, 1 =í =NI
síu muí aH o;íure to;)u miar la oso;mí vergeu ici ¿o- auiteu’i or j; aya> v¿o-l eres 1>0»; mt í vos o;le A y 1 umeg>o-u
para va>bo)res muegatívo»;.
Proposición 4.26
Sea .1’ :]os, b[c bIt IR una juncion .s-.c.í. (Sil Co E]ot, b[. Li/onces-:
LE’ [(xc)~ (A ~ IYf(u:<u) = {p E IR : j4(u:J) < 1> =i”(u:¿’)}
do y, rl e
a, unu ¡‘(¿so + it) — ¡‘(xc
h-*o-i+ It
y
/‘‘(xJ ) 1 11111 .[(xo) —[(xi— lo
It
ATó/ese qn e. po-;’ /an/¿-t si b~) — 1(xo) # (A en/onuces




























Figtmu’a 4.4: Suiboliferemtc¡ales ole 1 euu u:0.
Demostracion.
Sea- ¡-< e 1)4(xo). Si j”(xt) = +oc es obvio (bule p nC f’(u:t). En o)tro
1>0v olefí n iosion, lmr~> u: > u:0 50=s’i=.u’iíios¿í.
1” (:4) (u: — u:o->) + o( x — u:0 ¡ ) = 1(x) — j’(u:o) =p(x — u:mj) + o( ¡ u:
D¡vidierudo pui>í’ u: — iq y bacicuicle tender .-» —s :220 ebteuíeunos y =¡“(:4).
auguimnemito auíálogo comí pinittos u: < u:0 oleteruíti mta p =f’(u:¿ ) . Así,
Pau’a uiio>strar el otro conteni ole, sca p E IR tal <Inos f’(u:¿ ) =p =




1(x) f(xo) — .f’(u:t)(x — u:o)
¡‘(u:) — j’(u:o) — p(x — u:o
)
¡u: — a:0 ¡




1(x) — lOco) — f’(xJ)(u: — aso)
— 1(xo) — p(u: — u:o)
¡u: — u:o¡
>0
su u: lis’ st>0
su u: nC u:0
oscmiseosueuiteuííenise, p E IT) — ¡‘(u:o). a
.4
14
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Observación 4.27 14
liii am’gtínieuu te a-ii áIo)go) mu mo=strawí>ra uitra fu mmtciom i ¡ :] a. b[c IR —> 11<
cuí u:0 e] <t, b[ í ¿í- si guien te co¡u i val eu u os¡ a: 14
1)4- ¡‘(xc) # (A -~- 1< ¡(xi>) mt {j> E IR : j”(xt) nC p nC 1’(u:¿j>} .
Corolario 4.28 14
Sí /‘ :]a, b[c IR —* IR es scsi. e-ir no E]ot, b{ y J1) [(u:o)es un eon}mní/o
itr¿ itario en/o ti <¿es la 1¿tire ióíu /‘ es difez‘en eía-b le e-ii :¿:<, . (i-’o n e-re tam eí¿ / e. 14
l1)””f(xo) mt {p} 4’ p = VI(xou).
Densuostracion. 14
Smi u 0)mtga-utí0)5 <fue ¡ mío> fuera <1ifero=mu osí¿tI;) le <muí u:0 (es oh cci r .,1” (u:¿ ) cc 1’ (xt
y olemiveuuies o-muía comitu’aolicosioui . Por la IT>m’oposiciómí ‘1.26 si so=tuvuema 14
< Pu < 1>2 < J”(4)
emitenuses a’
pu e LYj’(u:o). 1 = 1,2
lo) osuual osonítr’a>o;I iose el liomoshe ojmmom el couuuj mtnto
91’(u:o-í) se¿o- uimí i tan’io>. ~ 14
IT)o=forma osoití plet=tuttcniteanáloga 80= mnuuestr¿o-:
Corolario 4.29 14
5½’1’ :] <r, b[c IR —* bR es s-. es. e-u u:
0 cia, b[ y ¡~)4- ¡‘(u:o) es un o>¿oíu-¡-u-hí te
it;¿í¿;a-r’ío e mc/o r¿ces la ¡u ¿ e-ron /‘ e.s di/e-rer¿e-ja b hs <5-rl u:1 1’ (lo ¿ <¿re/a-ru> e,¿[e. 14
[)4- [(u:o)= {p} !=‘ p xx V/\xo). cm
Algo-unas pm’opíe<l¿toles coniojosiolas ole las fnuuosiomu¿.s ohifo=m’euiciablesji iuomoh-’ui ex— 14
t;cmtoleu’se ¿t las somntiotifem’euiosiales ole las fo-irmosiemtcs conítinmias. A rnon;lo ihmmstu’;u>—
tive, se tio=mte: 4
Teorema 4.30 (Valor medio)
Si /‘ E C ([a, b] ) en te; ¿ces al ni. eti o-s existe u:o E] a, b [ Jal q-¿t e 14
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Demostracion.
(2euís¡ olereitíes la funosióni airxiliar y : [a. b] —> BR. daoia por
=í(u:)4 1(x) — .1(b) — »a) (u: — a)b —
míe tíemie las pu’opío=olaoles:
y e C([a, b]) y y(a) = j’(a) =
Por tanto), cxi stemí r<,<~<, u:<~ax E [a, b] tal <jite
q(u:,<¡,,) =g(u:) =g(u:mnax), u: E [a, b]. (4.25)
U o-iedeu p u’cse mitarse <10)5 pOs i U ti <lades:
1. a; ‘,mil, = x<,,,,~ mt a 6 b. Emí este caso la fuuicióuí ti es constante, í-<or lo <¡mme
el m’esu>rl tao-lo) es ohivio.
2. tI n<~ <le ellos, í e~ u:miax e] <t, b[. En esa si ismuacién, la- relacioSn (4.25)
o;l0=tcu’uit mmi a-
hm ~ g(u:) — <u:¡,<ax) < o !=>o e D4- q(u: ¡<,ax)’ n
¡ u: —
¡luía (s<)uisecuenicua ¡umeolíata del yesultaolo anterior es:
Teorema 4.31 (Rolle)




4-f(u:o) U ITYf(xo). o
4.2.1 Funciones serniconvexas.
Definición 4.32
Sea (9 c ~pM, M =1 y .1’ e C (<3). f es semíconr,easa en O si para> tO)OlO)
6 > O existe (J~ > O tal que la> función
1(s) + 1
2
es osen vexa o=mí teolo síu l;)osomtj u mito osemivexo ohm 0s sienobo
0s4 eO: ¡s¡ nC ohist(s,ÓO) >5
<4
a’
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Observación 4.33 4
Néisese ojie las s¡glmientes ¿tfirnií aciones son cojo-ni valeuites:
1. / es seu iii ccii vexa cm (9. 14
2. jiara to)olo 5 > O existe (t > (fi t¿tl opte
para toido> ~ omui V’(Os) 14
:3. p¿tra te ojo> 3 > O existe O~ > O tal cío-me 1)ara tO)Ol 0 5 e (9 se ver iiica 14
í(s + E) — 2f(s) + f(s — E) > —~ lEh~ E E IRTM ~
El siginiciute m’esumltao;bo míío-icstn’¿o- o-fue el oso~ o-imito> so-mpeu<lifem’o=uiosí¿íl o;bo’ u mni¿i 14
fi muí 0116 u u semni<50) mí vex¿í> o=ítun ~‘ o-mrttc es o b i emí nmr ¡ ta>r i O (e> i os muyo osaso la fo-u mi olio;! u
o-ms difeu’o-muci¿o-lílo=)o l;Áo=mí igumal al vacío. 14
Proposición 4.34
Sea j’ : (9 G IFiM ¡Fi mtr¿a f>ur¿o¿ior¿ se-rnícourvcx<,> (tI o C O. Eti/o ini ‘~ ‘ 14
p E [)4-í(so) ~- p = VI(so).
Demostración. 14
La seumtiosomivexiol¿í>ol ole ¡‘ o=mu so-< oleteruiiiuía la existemuosi;o- ole umuia> osouuísl;;o-uute
os it i va (1 ta-l o;
1 mm 0= 14
í(sc + E) 21(síu) + í(so E) > Á$JE12, E e IRTM
lBmttouí ces, puesto <jume para> osa>ola> p e 15)4- [(so) sc vomrífuosa 14
j’(so — E) — [(so) nC —p ‘ E + o(IE1)~
5om os<uu osl uíye
í(so + E) í(so) > [(sc) — f(so — E) — (fl~¡2 14
>p’E+oúEl)—01E12=p’E+oúEl)
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Observación 4.35
A la vista o-leí ro=so-mltaoloanteu’¡o,n’, si ¡ es so=uílíco)nvex a- e mí 5o E (9 emu temí co>-s
se t memue la sigu ¡ emite a>lterii ati va:
[)4-í(sc) = 1’ lIYf(so)
= {Vj (so)>.
Por otro lado, rectrérdese <lije el teorema de Aleu:androff (véase el Apén-
dice 13) afirma ojíme toda fmnuiosién seuvilcomívexa en O es obos veoses olife—
vencí ¿o-li> le crí osas ¡ to>ole pi lttto) ole (9.
2. Si 1’ es semniconvexa en ~oE O tal <ji me ./‘(so) = j’~ (so) cuitoní oses /‘~ es
semsutuconvexa cmi ~ En efecto, para teolo 6 > O existe O~ > O tal <lime
—Os¡E12 =1(so + E) — 21(so) + í(so — E)
nC [*(so+E)21*eo)+f*(so<) EEBs(so).
:3. Puesto <jure 1 es seíro-tconeava omit (9 si —1 es sem uconívexa en O. teolo»; los
—,i’esírl taolos anter¡osuro=spire<leuí Ser tr’aslaolaolos a fimnosiomíes sentí iosomio:avas. o
4.2.2 m—convolución de funciones s.c-.s.
.J o-muto a los uííétodos osí ásiosos de regularizaosióuí 1 asados en nulosleos uitegr¿tles,
oso;)miio> Lo- eonuol-actó;¿ ordinaria, se j)ueolen en oso;)mitrar Otras forní as o;Ie apu’oxi—
uíiau’ funosiomíes meoli a-uíte oítr’as ‘mn¿o-s regulares’. En pau’t i osm>rlaí’, moti vao;los emt
partt= j)Oi’ 1 ¿o- Teoría ole (2ont rol <jite es tiioii arcí IiOS Cli el (2ap itirlo -5, ~
<1 eh u mu’ la s upeenvol míe hin de lun mci> es IoosaI nien te smi pci’> Orinente co-O otadas
míuo=olianteIii Li ciones loo:alniente lipsoshitzianias e, inosluiso, 010)5 veces olufem en
osí ables en ms¿o-si teolo pumito. Entre <utras peosimí i ¿tridades (oí me olesarrol1 ano utios
mii ás a<lel au u te) <les taosauíi 0)5 o~uío=es isa fornia ole ¿o-í; rexr¡u a>osu O) u puco-le <mxl o mu oler so
a- rítnciomíes olefini olas cuí espacies <le Bamtaosb ole diníeums¡o$n arbi tu <o-u ma quie
vomrilí c¿o-mí c¡ertas p roii ieol ades ‘gee mííolt r¡ cas’ ( vé¿o-mise los ce ¡vicmi tau’ios <lo la () b
serv¿tosmo)n 4.47).
(2ouiícmnzanios <Idi mi ienido) esta.” fumnciomies ¿iproximantes.
fi
ml
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Definición 4.36 J
Sea J’ e LSA(IRíd) ceuu NI =1 verificando
t=linit Hill) E lhi
fzf—u’-u-ao ¡s¡n—’
p~>r~ ¿tlgúmn u u u > 1 . 1) aol o 1,: > O ~ ara. orno] a 5 > 0 ce u ms ¡<1er¿o-ni os la fo-mní (si o 4
j’5(s) k~ {i’(Y) — ~ (¡s —y¡m) } , s e LÍQTM a
ii 0=ol o=mioi>tuini ¿i>i’o-muui 0)8, crí lO) oil ile sigu u e, la mii, /ns—s apeo;¿>¿,o iiieío; ¿ ol0=~1~NToSte í
j’(s) nC [‘(s). s E IBM
\‘o-auíios algo-mu a-s 1)m’o)1)ieol¿toles <le ¿o- o-mí, A’ —suil)cCi>mu vol ii osiomí . SI
Proposición 4.37
__ mlSca .1 e LSA(IRNn). NI > 1. verificando (4.26) para algún itt >
tu ¿¿res’, por-a Jode’ Ii > O sc ve ¿Jira>:
i. fC(s) E 11<, ~ E
11{NI, siO <¿s< (kj1
2 -si .1(s) =j’(so), s e lItNu, entonces j’ m) — [(so), es > O. SI
:3. [(s)nC lun ini [5(s)nC liun so-ip [5(s)nC <(s), s E IBM. En pa-ití
_ _ ast ¡ es s.c.s. en s E IRNí entonces limtt fa(s) = 1(s).
e—YO
4-. j> y J~ ue¿’iJí’eau tambíJn (4.26) c-aa-;udo (1 nC es nC (~)
:5 Si 1 e SCS(U<TM) en/onces ft E SCS(1Fi~) y, además, 4
liní fe(s) = 1(s). e
e—u’ O a
6. sí 1 e C (
1kM ) e irte’ uces- 1< ce’ uae -cg e, cita u do es O, -o>-¿ ¿ -¿¡o ¿‘nr ciii> ¡
/ en .s-ubronptrr/o-s <¿oJupa e/os de 1pM J
ml
u’
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Demostracion.
La- osondicióui (4.26) j unto osoit la aosotacmón local superior de >1
oí o-u e d aol 0) 5 > O cxi s t¿o (7~ > O is¿ol qule
1(y) =(e4- + 6)¡y¡~m + Ca, y e
(2onísectmentemtíente, <lado s e ]FiM, se veu’ilica
fC(s) nC sup 1 (Ú + 6)¡yj#~’ + C~ — k (¡s —Yht ~‘zT1
y~RM l~ ~‘ 3
<[omuole, si ti pei’olí<la de general ¡ d¿oo[, tomííamnos Os > 1(s). Por oftra par
01 esiguralolaoles
(7’ + .s)L1 — 7.0> ~ 2’>~~ 1 ov _ > ~ si en-> 8
Lvi nC ¡z— y¡ + ¡si
<501101trisen ¿o




{( (É4- +6)— ~1~)is
— + 2+T(¿4- +5)¡s¡~T +
IT)e o=stafoirnía,
fe(s) ~ 2tT(É4- + 6)js¡A + C~ si O nC ¿nC
2.5 ¡ ~c E IRM es íumu mnáxiutio global ole 1, daobe e > O y it E IN
y,, = y,, (s, e) e LUN tal olule
j’(so) =j’C(s) =J’(y~) — k ( sc ——-:vn un
)
70
=1(so) + ;;j, 71 E IN.t
7’8 En efecto, basta comusiolerar la variable ~ — y la fommtcmomm
8








ex ¡ k te
qmue verifica.’ f(O) = 1 — ‘2<’~ < O, f’(a) = ox [(1 + u)””’’ — «aí] > O ~ Iimf(a)
a’
14CAPÍTULO 4. PRo[’IIw4[:n~s INTRINSE(I:AS.
141-1 aos¡cmí ole iscí ole ¿o —y + oc ofítenemíío)s fr(so) = ¡‘(so)’
3. So-ma s E ¡~X>í y {es,j-,, > O tal o-jumo= huí e,, = O. Pem’ <Idi uujosioSuí . ¡i>ara> cs¿oola
fl-*4-
it E UN, existom w<> = :v,É (s, es,,) E 11R.TM veritmos¿í>iiolo
1(s) nC ~ (s) nC
ex i sta (7 > uíiax {/‘(s) O tal <lo-re
f(y~) — ~ (Is —y~¡<1i
)
Nuo=vamríen te la 050)! <ob i cié mm (4.2(i) y la aco4 ación lo, osai síu f)er i or ole .1 Ii accí u <jume
j’(y) =(¿~4- + ¡) LvK~ + ~ y e ¡It
De esta fem-uuí¿í>. dIc (4:31) se despr’eiíolom
Ps y,,~ =(Cutí
0=5 olomosí u’.
— mí,,! =( Cn ((ti- + í) g~¡m—< + & — f(s) +
1))
(<o useosííomnitom usuiemu te,
¡yn¡ =¡5— g,<¡ +
‘II—
’
e ((¿4- + i) Lvnlmí + C—í(s)+

















)(í(y<,) — 1(s) + 1 14
14
(4:32) a’







<¡mme tiene 1 ¿o-s s igir íemites ¡~ropi col aoLms:
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<t) y e C1 ([O, +oc[), y(O) nC O y Hm g(r) mtr—*+ c~
b) g’(r) > 0, -r > O. Ñt efecto, li>asta teuíer crí cuenta qo-me
y
¡ ~ +1 “~
4-+l 2(1 <‘ + <~ ““Jis
)
lI)e esta formíí¿t, los u’esíiltaolos auito=rioresobtenidos en (4.33) níímmestramí la o;Ies—
u gu>u al of ao;l
g(¡y,,¡) =0, it» 1
o, co~ mr ¡ v¿tl cuí temíten te,
VM =<(O)í; >~ 1
(Itre, junuito) osen la relaosíón (4.32), ltamse oíuuo=se to-muiga>
Ir,
ls—v~l ~It ((¿~+ í) (fi(o)) + (3’ —í(s)+1
Y’ P’~-+l
Por ta-muto,
hm ~,, = (4:34)
pues b¿o-st a o)bser var oto-re el mii icuvibro olereclio ole 1 ¿~ olesigu alol aol ro-míterloir o=.’iel
]~ 10)01 1>1 (sto;) ole mm a stu oses¡ ¿mí aosota>o;l a por o;)t i’¿o- o~ mme ti o=ííole a osero. De esta fom’ ni a.
oso> miie oms .5. es. 0=!u el pu mí te s , de l¿t ex pro=si ¿vi (4. :31) se oled mí ce
1(s) nC W-4Jien (s) =limtí somp [Cn (s)
n—t-u-c-o
1 (is —y ¡~« \
nC 1 ini sup < f(y,, ) k ‘‘< fi nC bint sup f(y,,) = 7(s),
_ ,t—*4-oo k 6n )
es o;] eosi u’.




64 CA F’ ITIJ LO 4. PRO PI E DA U) ES 1 NTRiN 5 L< AS 4
4. [‘ev 01< mli mii osi¿mu. oh aoIo 6 > O existe Os > O tal qine 14
(~X)I-n o la-fui u <si o~ u 1(s) =(fi- + 5)¡s¡I~T + O~, s e IBM
-re(s) 4 (ti” + 5)¡sj~T + Os, 5 e 14vo=rifica‘1 E C(IFiM) euitonices. ole la> propia olefumtiosionu se sigo-me
fr(s) =-y(s), 5 E IBM 14
osmi>uosl uíyeuio;loso=el ¡‘esiultaobo. P¿o-m’¿í> f~ bast¿t o-li violim’ por l~l 7711 y lmacomm’ temio 0’!
6 —~ O emu (4.30).
a’ti>. Véase la 1i> i’opos icié u u 4.76 olomu ole 50= olentí <mes tra umt ro-ms u u It aolo iiias gen o ‘r¿m 1
6. Da<be 2 > (ji existe ( íer (4.34)) it0 E EN tal oí mme
y4 E B<’W, n > no.
(2omnuo 1’ E lIC (~<‘ (s)) , <ml resul taoIo se sigue cíe las reí aciomtes a’
O nC [CoL) — 1(s) < í(M — .f( —) ( ¡s —q~¡”’ ) rn—i
-l + It 14
=1(y4) — 1(s) + —. i¿- > nc. o
Observación 4.38 14
La olebimiíosí¿n ¿tmutem’io)m’ la lio=iiiO)sluechie nra es > 1). No <Ái>staiíte. tamiibio mu 14tiene son u ti oio cori siolerar es = O par¿t el oj mte se t ío=u
10(e) xx 1(s), s E IRNd.
El li>~’o<sesO de u’egmrlam’iza>osioSií osen es > O t¡o=mteel ‘imiosouivo-=mt¡eíiI;e’ ole 01< mo- 14
cuí auu oh e Ii acemnois tcmr olcí’ es O lío oh es ¡sri bi nios o-li í’ectautí o=o-ute o=1 ol¿ot o
íti ci al ¿su ario-lo esto=no es 5.c.s poues oseun 0) 4
1(s) nC fCj nC fr(s) s E
hamsíeui o-lo) tertoleu’ e O y tomtíanolo omuivuelt¿os sim])em’i<)ro-=s, 1<>> uuias ¿fumo 14p~s’ <lenu os ab ruíí ar 0=8





4.2. PROPIEDADES DE LOS CoNJUNTOS SEMIDIFERENCIALES. 65
2. La propiedaol 2 nínestra que la suposonvolucuon conserva los
globales.
3. L¿í. reí ac’io5ií (4.34) junto couí
1
11>
=f(yt + —Ii- nC f
t”(y,~) +
po=vmtntemí<leuuioist rar ojue, <le licosito, se verítuca
¡5— y,<¡ xx o ((cY~) sm u —Y +00.
Proposición 4.39
Si /‘ es <so ;¿vex<í en IR M , NI > 1 enito nce.s la fztnc¿on





{ i’(E+v) — A~ E E
Po r ser / u mu a fo-nt cien oso)nvex a se verifi osa
j’(AE + (1— A»
1 +y) = .f(A(E+y) + (1— A)%+y))
=AI(E + :v) + (1 — A)f0, + y), E, ~, y E ILIM, O nC A K 1
IT)e esta formti a, para cao-la E~ ~ E ff<TM y O < A nC ¡
1C(.\E+(í — A)í1) Hill)
ve IBM
{ 1(AE+(1 — A)r¡ + y) — k
nC sitp Af(E
y611{M









14CAPÍTULO 4. PRo[’¡ EDADES INTRíNSECAS.} £14
nC A sup { i’(E + ;v)
—A) <‘zwim {A/(ri + 1/) tT} = Aí
t(E) + (1 —
(¡y~I1i) o
1 en t imito>, ciíauuo;bo- ¡ o s o Oil vosNa, so-ms apm-oi>x u uuíanitoms’ ft son tauitbíeií osouuu—
vexa s ‘, Wc t ¿iii te, <síes yo ‘o es oh fo=yenm<sí al> les o=mí osas ¡ to)olo ji mii u to> oh e
1kM véasom
cl h 076/1> <r de A lexand¡ofl on <1 Apémí olice B)
Veamos que, =setuoial nteiito=,ésto) es loi> que eoso-mu’u’e pau’a o-muía fuuui>osiéni /‘
geno mal
Proposición 4.40
So -a / 6 LS«4( IBM) NI > 1, osomí la p reí> leo 1 ¿al (‘1 .26). Euítemí o50m5 P ¿í>i’a to<;Ioi
— E 115W’ y O < es < (
ole 1’ de femo-tía of o-re
F) exis te ii mí a osouí stauuteA > O. olepomui o-liem u te solo)
[>2¡‘e A
¿<2 (s) >~ u ‘<ye IRTMCm—i
osen ¡y¡ mt
Demostracion.
Fi] aobo) s E IBM y e > 0 1 ¿o- aosot aosi onu 1 o)osal s o-rpemí or oh e 1 y la iii po-li o-ms i s
(4.26) o] omto=rmi miami. para os¿tola 6 > O. la> cxis temí ‘si a o-le Os > O t¿o-l op 10=
1(y) =(fi- + 6)~y~ + 0s, y E ILITM
Por tanto, 1)0)1’ olc(i mí ¡osiémí




+ 6)¡yj~’ + o>— ~ (¡y —si”’
)
(JI‘<o-u’¿o-iiieu íto=-u/-’~ ( ‘ s) e C ( lltNm) \~ <sOIuiO
½s(y;s) -‘--u (((4- +5)
ls ‘<‘un
gm—I
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eutoi>mtosoims. si isouíí anuos O nC E < (k)flWi
hin 7/)s(i/; s) = —oc.
(2euí seosmueru teníemtte, (4.35) y (4.36) ini pliosan la cxi stemící¿o <le 5o > O t¿tl
o -< 6 nC 6o entomices
le(s) = ~6B~(z) — k (Lv —si<’
)
Peu’ tamuf;e, ch aolo u. E IN existe 7k = y,, (s, e, k, iii, 6) E (s) t¿o-L que
fSj nC f(y,~) — k (Lv —si” rn —1
70
Ceuiuo ¡~i~¡ =~,u E EN, existirá Yo E B±(s) y o-ni a su 1)5 o-mees n5u <le {y,,
segmiiltio)s oleutotanolo, {y,<>~) tal ojoue
liní :~í,. = yo~
Sea alio)ra X E
1kTM couí x ¡ xx 1 y 1;- > O. Euítemrces se verilica
f<(s + l¿-x) — 2ff(s) + ft(s — lix) =
— (2/ (vt<) — 2k (Lvn — sMI)
(1(7k) —


















íe(s + lix) — 2ft(s) + ‘C(s — lix)
CA [‘(‘y U LO 4. P ROL’ lEDA lIES ¡ NTRI NS EGA 5
Ls
— —I [ob(/o;ymm, s) — 2k(O; yo, s) + « —Ii>; ymu, s)]
</41s;yo,s)~¡qo~s~kx¡tT. LE 1Fi.
‘Ven i erío-lo en <su menta qnc
J(±h;:míc, s) = <(O; yo, s) ±h</i>’(O; 7/o, s) + ¡12 ¿“(0;
\1
a’
7/o, s) + o(1o2)
/ío, s)J = ni/Ji> — sJ ~









— ¡u’~< + ¡/2 ) =-
Observación 4.41
Smi 1 ¿o- olomu mto )s traosi en ¿u u fi; m-’n’íe r sc lía- di>l)teii i oh o
fC(s + hx) — 2/e(s) +
¡>2
í’(s—hx) =—0111
o <jume jíermn ¡ te oscmi ¿‘, ti a>oieuu do temí oh om’ O,
oseiu ¡;y xx
Ls u mí
A(6, ni, Ls-) — — ____
fBI valor ole A (6, ni, Ls) puco-le 1> í’o=osisause o=ni ¿í-l gui mu mi>s osases:
1 . si mii = 2 entonuces A (5, 2, Ls) = 2k.
2. si ni > 2 luaciemiolo teumoler 6 0 so-’ ebtieuie
[imnA(S,ni,k) = 0,
8—rO
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La lií)schitziamniolaol local o-le las fumrucíojuio=s convo=xas(ver [AulJ o [Auii2])
perm uí u te con u <sí m,m ir el si gui cuí te efecto regi mlarizaní te.
Corolario 4.42
Si .1 e LSA(U{M). M > 1, verilica (4.26), para todo O nC es < U) ~
fuuuicion J~ E W~Ár(IRM). Aolemás, f& es olos veces ohifeí’ciuciable en casi tocho)
pi ¡muto) cíe IENI.
Deurnostracion.
A(2omno la finmí cio5mí J’~ (s) + ‘< ¡s¡~ es convexa, emitonces
rn —1
fC() + ]sh E W¿~t(IFiM) 4’ fC ~ W~]’(LItM). o
es
tJ uío de los resmiltados fmi iíolauvieuítales de esta 5mnl)secosion í)ermnite ‘des—
cuiíi>u’ir’ elo=nien to’s supo=ro-li ferení ciales de tota fui mícióu 1 a u>art ir o-le las su—
í>ei’ol ¡ fercií <siales o-le las fo-mnciemies j’C
Teorema 4.43
Sea 1 E LSÁ(IRt1), M =1, verifiea;¿do (4.26) y su utí, k—supconvol-ución
f& dada en (4.27). Entonces, para cada e > O se veriflea
p e [)4-J’C(s) 4’ ~-<E [)4-f( — (n:;1)<1i eslP¡X<2P)
y. además
(~ (mii —1 ‘~ ~>—~ iiun—2’\ (uíí — ¡
j’C(s) = — k uíík ) ¿¡pI 7)) — ni ) Ls 1 ¡~>¡ (4.37)
Demostracion.
[mí primuier lugar, fijados 5 E
11~M y es > O, se¿o y~,5 e 1pTM tal o¡m>me
fE(s) mt í(y~,) — Ls (¡5 nz~l
)
CÁPÍrILO 4. PÑo[’ruúoADEs INTRINSE<7:AS.
De o=sta&ruiia, s p E IT)4- ./‘~(s), l0o-n~ osa<la> u:, y C llÚu se sigile, 1)03v o1o=hi¡ti<SiOlí.
o- si gui 0=¡mte caolcrí ¿u. obe o;les i gu>m ¿¡-1 o1 aol oms




+ p ‘ (:¿s — s) + o(¡as — si).¡\sí. 1a o=lccos’
- .iO)ui u: = y — Hz, + 5 osono-hi¡co=a
j’(y) < 10v-) + p ‘ (:v — w~5) + o4¡y — y~,
Por ta-u u to, ji> e IT)4- .f(y2)
Por oc/ra í)arte, hagamuies y = y7, .y sc = s + AE co)ul A > O y ~ e IR?’1 p<i>~o;leter o-ii iii ar. Aii era se ti o=uu
Ls
o nC ___ [is— y=,—
CXXX—!
— ¡5— y4z’+i] + Ap
-E+o(AJEI).
‘1’ ¿uiío=mio-loi> o=mí cm~enita, olule la fuiuciout
1 [s— y
7, — UKXm





— —-(O) S~c~(o) ‘ E =DE
— in ¡s — ¡2—m — wc) E,
ni — 1
o;h¡víolíeuuo-lo por A euí (4.38) y li¿o-osioimno-le A —+ O ol)tenemilos
F ni Ls-
0= [—i’ ]s —
— :vz,c) +
I~)e esta> fo--<muiu¿í>, la o=lcososmomí
un LsE m 1 ___ — y;=j+71~(s— y7,) — p
es’—’


























714.2. PRou’IEDA [)ES DE LOS CONJUNTOS SEMrDIEEIiFZNCIALES.
es oleosír,
= ni — 1 ____
mLs(2emtío los vectores s — yz,C y p estámí cii la ni isitía dirccc-io5mi, la relaciémí amíteriorlmaose o-jume :v~ + ¡tp con ~t > ~.l’o-mn’ tauito)
mvi— es~~’—<nsuik
o-le oíou u o-le





El u-es mml t aolo artterí or l)er u ni te ¿oproxiuy ar el valo)r .1(s) mcdi ami te vabo)i’es
so=míi osoutí mí mies, p u es ¡ es .s . e.-s . os mí el p o-nite
C mn — 1 ‘\ <mi—u —2mL ) ~ ji
(recimérdese la IT’u’oposi cicin 4. ¡ 7). En particular,
O E D4-15(s) ~ O E 04-1(z) #‘ 1(s) = í*(s) 4’ f es- .s.c.s. en s. o
¡‘o;> oleun<s osomu <sí o-mi y mmli ross uu 1 isao;lo), e mu osíerte sen ti oslo mccii) ¡‘o ¡se, al cíe la> Pro—
~ 4.17.
Corolario 4.45
Sea j’ e LSA( IRM). NI > I verificando (4.26). E;mtonees
D’4”1(s) ~ (A a.e. s e
1pTM
lo que tmpliea
es- s.c.s. a.c. s E
Por’ tanto, el eorí-ymtnto 11{M \ A4- es denso en ~{TMdonde
A4- 2- {s E [EjM: 1)4-1(s) = (A}.
CAPíTULO 4. PROPÍEFIADIliS INTRÍNSECAS.
Demostracion.
13 asta temí <mr e u cuemrta <¡nc 1 as fm mt osi o-~u.=~Je o-leti ¡mio-las cuí (4.27) so)ni 1 oos¿o>l—
mimeuite iipsosltitzi¿í>um>s, pon’ lo) <jume 50)it ohifem’o=uiciabhos crí osaH¡ teolo) po-muto-u. Ití
resu ¡It ao le se sigue cmi tommioses o-leí ‘Feo) mcmi u ¿o- 4.43.
Otro ¡uiteu’esauite 1)romI)ioolacl o-le la su1 )(soi>iiveimmosiou i es l¿o- siguiente acotar-ro-o
del qradí e>¿ite oj ue perun it=preosisar la 1 ¡ íso>:l mitzi amtiol aol lo,(sal <le las u-ego-u 1 ar¡z¿u—
Oslo) mt0=5
Corolario 4.46 (Cota del gradiente)
Sra 1 e LSÁ(IRTM). M > 1, vrri/íY’ando (4.26). Dado ~ ,,, ~- > <~
existe 0~ = (1s(f.6) =O tal qa~e para lodo p e [)i-f<(s) ee’;¿
-Sr: Vosiífie<r
¡j)¡ = tLk
tu- + 6)¡s[4~T + (1~ —í(s)i
[Ls— (14- + s)(2e)ujes)
Demostracion.
Po mr el rf~ Metí ua 4.‘13 saL co-ti oms 01 mto=
1(s) nC ¡‘so = 1 ( — (mu— 1) fl—1 esí ~ 2,>) — (mmi— 1)’” ts— ¡
1~XXX 14
a commio-ti os¡ o-Sn (4.26) j uí muto (50)11 la aeotaosí <Su ¡ local s uiperior o1e / Ii> aoseni o¡ o-re osí ao-1o
5 > O exista C~ > O ta>l que
1(v) nC (4 + 6)¡y~’ + Os, y E IBM
Dom es is ¿o- ferntí ¿o-, <le las oh os reí ¿nc i omm es ami ten emes 50=obt ie u 0=
6 ¡yj < ~ + ~ — (mmm— \,
km—u Vunk )




+ O~ — j’(s)























4.2. PROPIEDADES [>E LOS (SON] UNTOS SEMIDIFERENGIALES.
Por o-)t ra parte, la comí ocio-la olesi gu aldad
(r + s)m-u — r~11 =2~1s~í, r, .s=O
¡ 73
(4.39)
(ver (4.29)) osoínolu ose a
ni ) ~ Pl’”
=(14- + 5) (u + 2&t (m—L)X”
(Jouí seosncmtteuíreuute,
¿ rut— 1 <“ — (¿4- + S)(2es)~bY) ¡~¡<“ =
k mL ) «
+ (7~ 1(s).
ole o-lo)uiole se sigue o-rl i’esmiltaolo.
Observación 4.47
1 . L¿o regulan o1¿íoí C’ sobre IFiN \ {O > ole la nom’nm a o=mtclbo-leat icnie umí l)¿o-l)ol
l)á51 oso en nitroslios o-le los argutuíío=niseseunpleaolos auterio)rmente Ho-)l) mor l¿o-
rut, k—snposouivol mícióuí o-le fuitciones lojosal mnemite simperiorinemttc acotadas.
Aumí que no se oles¿o-rrollaráiu en esta Memoria, estas ideas pimeolemt exteuí—
derse a espacies o-le Banaclí o-le dimnemrsi¿mí ayl)itraria cuya norma- pO)sea
esa propieo-íao-l (ver [Di—Re2]).
2. En formtta rau’ecida, se puede o-Iehni r la> mvi, k—i mmfconí voluciomn
Ms) ~ {í(~) + Ls (] y¡mj} =1(s), ~ 11%’
o-le mirta fumnuosiouí 1’ e LIA(ff{Nm), M > 1. verif~osauido
1(z
)
unu mf XXX E IR
IzH+c~~ ¡sj71T
para algui u un > 1 . O l)vi amnemtte se pumeo-lemí
p ro-lp i eo;l aí;les o;bo= la- iii, k—surposenyo-ml irosí Oit.
tr¿oslao;lar a ¡~ tomo-las - las
CA[’ÍTULO 4. PRO[’IEDADES INFIOINSEGAS.
3 .Sea 1’ e LA( IRTM) M > 1, ver-it <sai o-lo>
s)
—oc < limtt imtf ~ ~
lzl—*i-o
para algui mu mí u > 1 . [)euío)t¿tmi o-lo por
4~2- {s e ll><>M
s)
nC hiruí suui) ~ m < +00
lzf-»u-i-c’s ¡s¡ XXX—L
[)4-í(s) xx (A> ‘4
Y po-u!’ <¿(1’) ¿i>l oso)mmj uintoi> <le p ulrto;)s oh e o;l í feren (si ¿11) Iio-l¿tol olo= /, la- ‘0=1¿íd
d(í) (ff{TM\A+) o ([RTM\AJ
~yel Corolario 4.45 oleterru.imiami o¡uue el osonjurtiso ¿1(1) es olo=uíso, (si o-ms mio
vaosio) o=ui
-‘1. El comij mmm ute d(J’) 1)~ rede. ser vaosm O).
IR —4 [0,1] olo=fiuiida
f(.rs) { ?
‘4lBmi efo;mosto). comísío-leu’o=uíío,sl¿i f’mm ui<5i~ui
<u ícQ
si r~Q.
(iemíío) p¿o-u¿i> osaola u: C IIT< se vem’ifios’<í> 1. (:¿s) mt O y /‘‘ (¿rs) 1, o=uitoni>ses
{ í(u:) mt O mt1(x) = 1 = j~ (u:)j’~(u:) sí eeQ f IESCI(Q)4’si e g ~2 le SCS(lR\ <2)
\‘o=¿i>Hom l¿o- Ol)serv¿o-cioSmt 4.16). NoiStese o-j
O e li)1’(x)
O E Di- [(u:)
sm u: E <2,
si u: ~ <2
y 1 muo~ es osentiuiuta eui> uíiuíguíuu puimito-> ole IR>. o
(~)tu-o mesí! ltao;Ie 1)m’á<StiosO o-le gr-ami uti lio-lao-l es el df o-me smgue.
Lerna 4.48
Sea T > O y =7E C ([0, T]) . E-r¿ton ces
p nC 0. p C Di-y(it), O nC it < T (4.40)





















4.2. PROPIEDADES DE LOS CONJUNTOS SEMIDIFERENCIALES.
Demostracion.
4’) Para s E]O, ‘f[ fijo bast¿o couí mostrar (conio en [Cr—L12])
cad¿o- es > O se tiene





f(-t) ‘y(1-) — y(s) — a
(21 amameníte se verifiosa
Di-J’(t) — D4-q(it), it E].s, T[
1)0)r 10) o-~ ue 1 ¿o- l)~O1) i co-bxl (4.4 (fi) hace o-j mi e para cao-la it eJ .s, T [se temíga
1> =O,p e [)i-f(I).
A mite iseolo, j’ e C( Ls, T] ) y j’(s) = —s < O. Bou o=losase o=u<jire mío
(4.41) ex¡stiría it
2 E]s, T] tal
¡Jo/sano inipl ¡ osa la exusteií osm a
(4.42)
se ven hcara
que J’(it2) > O. L)e esta fornía, el teorema de
o-le it~ e].s, it2[ con la propieolaol




Figtmra 4.5.’ Fummícioiu [(it).
(2ouísiderenííos ¿díor¿m- una finí cioi>mi e cm ([ti ,it2]) verifiosauio-le:
rj(t) > O, it E [itm,1-2k ?7(it2) = O y i/’(i) nC O, it C]iu, it2[.
CApñ’uuLo 4. P 1-mo [‘1ELIA [)ES INTRíNSECAS -
A co)uitu miii acm o-n couíst mmmimes la fuitcioSí u
mm o=ticu e 1 ¿~s p u’Op i o=o;lao1 es
1- C C({tn, -t-j). ¡¿(tu) xx ¡¿(it2) = ti
¡41) nC h(to). it E [itu,LA.9
Fi gura 4.6: [mmnosíen lo-(it
Por tamito, existe /-o ~]t n ,it
2 [ (So-)> u ¡¿(it~ ) > O tal oí míe
Pmi>r o)tre 1 ¿tole
Temí i e mí o;lo emí osunen t ¿í q ue
la omxpm.esmo-)ui ¿o-uito=r’ioi>u- <¡umeola> cuí ha fon’mtía
¿ — 1)
~>¡DIbecho-í (lime en
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+ii’(Io)j(ito)(t—to)+ó(¡it’—ito-u¡) = mi (to)( j(it)—j(ito))+q’(ito) 1(to) (1 —it0
Fieenií;)hazano-lo esta igimaloluol cii (4.4:3) obisemícutios
— f(io)) + i,’(it0)í(t0yi — ‘o) + o(¡ít — t0¡) =O.
[)ividio-mnoloesta expresiómí pór y(ito) > O se tiene
7/’(‘a) f (ito
)





obisemienios o-mmua osomiisyao-líccion comí (4.42).
~ ) Si q es mí mi a [miiicíomí olecreosientom en [O,T] cítisonoses
y~) =y(s), O <8 <it < T.
IT)e esta. foruíía, si ji ~ [)i-q(i) oso)n O nC -t nC 1’, se tiene
O =y(s) — ~t) =—p(t — .s) + <4t — -s), O =.s nC it.
Ii) iv i o-li eiu 010) la <mx pro-->s oSmí ¿ío-ít e rio-ir por -t — .s y Ii ¿oc¡ cmi o-lo-) ten oler
7) =O, p E l~)’u-q(t), O < it .c T
it —u- .s se concluye
o
Observación 4.49
De forní a ami aloga se umímues tra> que sí y E C( [O,TJ) cmi tomnces
> 0, p e [Y~(it), O < it -c E
si y Sólo-) 51
q(it)>q(s), O=snCtnCT. o
A osomí ti mí mm aosi¿mi veauiíos co;~iii o el m,m so o;le la ni, k—sumpcomtvol u.u osi¿uí peritnte
— ito) + o(¡t —
olo=hi>iii tar las lii poto-msis olo=lLeuíi a 4.48. (2omí cret auncmnto=,
(4.44)
78 CAPÍTULO 4. PROPIEDADES INTRíNSECAS.
Corolario 4.50
S½saT > Omj ¡, e ¡¿SA([O, ‘l~]) -ve-ríficarido
p =0, p E Di-y*(t), O nC it T.
Emito ¿ ces
q(it) nC <((1.) nC &(s). 0< s nC 1. nC T.
Dernostracuon.
Simm po=m’olío-lao;le go=mmem’alolaol l)o)o-lemtio-)s so-iponiem- qC(s) mt O simí mtiás que uceumí—
pl azar 1 a fui mí osién =í(it)por (4it) = ~j(t) — qt (s) - [)e esta> fo-riii¿t. ji> ri mtícramiio=nito-m.




O nC it nC ‘T
it> T.
VI
Figui ra 4.7: Pum> osiouí es q’ y 4.
N¿teso-m o>~i>me
l~)i-4( (ji) G [)i-~j* (O) u { (I}
[)4-4(t) — [)+<~*(/) O < / < rjj’





















4.2. PIoPIEDAIES [)E LOS CON] UNTOS SEMIDIFEI{ENCIALES. 79
A oso~ni ti u tu aosi¿mu, daobo 5 > O, osoii si o;berani 0)5 1 a fuin o-sm oit
qs(t) 4 4(it) — St, it e IR.
o-lime para O nC it nC T t io=.mtela propiedaol
ps E h2’4- <Is (1.) -~- Ps = ji> — 6 7) E D4-=f’(fl.
[>0)1’tamito, pa-ra> cao-la it e] O, T[ se ven fica
j~ < —5. Ps E D’%s(-t)._ (4.45)
l~)e esta> [bruna, si osouísi olerauiios la> un, k—supconvol nosiéní p¿ora la fummiosmomí ys:
= ~ { qs(.s) ¡ it —S¡<
”
¡ ) XX—>




o)r lo) o-ínc (4.45) Ii aoSe o¡tu e se verifiojire
iá = 6, p C Di-g~Q), O nC it nC T.
(Jomno q~ E C([O, T]), el Leni¿o 4.48 comuoluce a
g~(it)—y4(s) =—5(it---.s), O =.snCitnCT.
E’in¿olmiiente l)¿o-sta teno-lcr 6 —* O y o-lespués & —* O para oli>tener
y(it) =¿((it) nC O.
Po-u ol o=uiiosgcmteu’¿o-l izar au mu el resul t aobo ¿tní ten er.
Corolario 4.51
Sea 1 > O, ¡¿ E IR> y q E £SA([O, 1]), ¡o e £IÁ([O, TJ) verificando
~~;>+ ,~<
1*(j) =¡¿(-it), ji> E D
4-=(Q), O nC it nC T (4.46)
Entonces,




IT’au’a s E}O, ‘T[ fijo) o’omísioleramtíous la> fmmmicmeu s.<;.s.
D¿oo-be -it0 e] 0, 1 [y Pc e D”~”</i>(it0) , es oLeosi





41,/o (-í’) dr- = eI~O ¡¿(ito->)
se ven fica
‘4
‘4+ u(¡t — /o])
— <¡<lo) y~(í) —
eI<r¡d.)d>c 4
.4o(l¿—tol)= gtí (‘ji (it) — yj¡* (lo)) + Ite~ík(t — ita) (q* (it) — =1*(-it))
+p440 <((lo) (it — lo) — e”~ lr(tc) (it — it
0) + o( 1 — to-<¡)
= ek~ (q< (it) — =1<(lo)) + (¡0=/*(it0) — ¡¿(lo)) S~’~ (it — í~) + <4 1 — it).
Por tamuto.
~l(t) =<((it0) + [p0c”ú¿Ú> + l¡(it0) — ,u¡*(io)] (it — it~<) + oQt —
o> <¡o-me i mmi pliosa
jí<—~~~O + ¡«it o-) — ¡uf (lo) C [)4- (1-o).
(tomíso>mosuíeuuteuimcnte. liemos uuíostu-a>o;Lo)
p< E IT)i- #~c) 4’ 7i>0 <~—Ho + ¡;>(it<) — ¡uf (lo) e lI)t( (it).
[)e es tu fo;ruti ¿o-. la u-el ¿,cioSmu (4.46) Ii aose <iii e p¿o-ra te o-be it e] 0. T[ s0=ver ílio¡ míe
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¡‘en’ t aumise,
p nC O. p e D4-o~it), O -<z it nC T
ApI i camí o-lo> el (2o rc~ 1 ario 4.50 se obtiene
<(it) =<(~), O nC .s nC it nC T
ole domíole para O nC .s nC it < ~f se eonoslmuyo-’.
- c¿ítqQ) =ce’1 < (it) =e~~Sq*(.s) + ¡ cP~h(
7.)<Ls’ = j e11<’h(i~) </~> ~
4.3 Soluciones de viscosidad. Problemas de
contorno.
1 ‘¿om eco-’ o’o mu veitiemí ti’ u esaltar ah guitas i o-lom¿os l)~sicas o;l e la uoc i omí <le solu ci o-Smi o;le
víscosíobaol qmue vamu o-ío-meo-lanio-io l¿otentes en la exposicion. (2ouisio-leremos a estos
efecto-ms un comijumnto) O dc IRM con M > 1 y una funciómt Y E C(O x IR x lEY)
a Ja ojuí e asociamos la ecuaosjoi>n
u, Vu) = O en O. (E)
Sea, po)r o;i>tra parte, u : 0 IR. y denoteumios Por
D4-u — {s e (9 : [)4-u(s) #
y
IYu = {s E 0: L)”’u(s) # 0>.
Recou’do:mmííos que -mt es
1 .,s ub.Ño/-aeián <le viscosidad de (E) si u E SCS(O) y
J’(s, u(s). p) nC O, p E Di-u(s), s e O.
2.s-upu-solución dc uiscosidad o-le (E) si-u E SCI((9) y
F(s, -u(s). p) > O, p e [)“>u(s), s E O.
82 CA[’ÍTULO 4. PROI’I E[i>A[)ES INTRíNSECAS.
:3. .soirrcior¿ de mñseosidad o-le (E) si es, sim utultáncaumuente, síu 1;’ y so-mpem-sol mm—
osnní o-le visosousiol¿o-ol ole (E).
Observación 4.52
Pam¿o- 01 o-mc u> soma so)lumosiemi oIo= visosesiolaol ole (E) uio se puomosusa. iiecesa>mua—
uímomuite, oíuío.m mt sea coi>uutí mto-ma cmi to)olo su olouííimo dom olefiniosioSmí , l;¿tsta oso;ní oj míe
u. E SCS (15)+ u) ]) am-a- ser su 1)50)1 o-mci<Su y qí le u E SCI (IT) u) í~¿i>u’a po)o-bo-mr so-mu
sumpeu’sehmmosíomi .
L¿o amit;o=m’ion’ ito)osiouu o-le smi>lmmmsioSuí o-lo= visoso)sioIaol l)umeOlOm gemieral izausos o;Iom la-
sí gutiemí te fermiia.
Definición 4.53
Sea (9 C lR~ NI > 1 y 7’ ~ C(O x IR x LFiNI). IJima fimucioSmí -mt : (9 —~ 1k es:
i.s-ab.so/-ucíón de viscosidad ole (E) si mt E £SA( O) y
F(s, ¿t*(s), p) =0, p E [)i-u*(s). s E (9.
2. a u7u:-í’so[ucíón dc cí.seosídad o-lo= (E-) si -a E CIA(O) y
Y(s, u~(s). p) > O. p E Du4s). s e O.
3.s e’/-¿r eton de ni.s-<-e’.s-idad oh e (E) si -mt E CA(O) oms síu 1> Y ~<~ po=rs<>l>1 <si¿ u oil 0=
u 5050)5 i <1aol o-le (IB).
Observación 4.54
Notese o-¡ mmc al u oír¿í> no se reoj u u u ere iti mi guní smipu esto) o-le seuii i osoi>nít i mi mmi oh am;l.
2. Las ~u-o;p icol aobo=s
{ IT)i--uus(s) # 0
IT)””u(s) # O
4’ mí(s) = m?(z)
4’ u(s) xx u4s)
y D4--m<(s) xx lI)4-m¡(s)
y IT)”>m¿~(s) = IJ)— mt(s)






















4.3. SoLUCIONES DE VI SGOSIDA [) . Pi-ro~ LEMAS DE CONTO fiN O.
Observación 4.55
Pon lemtto-)s aluo)ra enunciar el (Uorelario 4.51 emt la fornía: “Sca ‘1’ > O, ji
jq e £SÁ([O, T]), h E £L4([O, T]) verificando
=1+ ¡U] =¡0
e-;¿ 4 sentido de la uiscosídad. Entonces,
=,(it)=<(-t) =~ =i~(.s) + / e”’#(t—r)h(í.)dr, O =s nC it nC T. 9,
IBstumolienios muía promieoslao-i o-pie tieneit l¿os solnosiouiems sermímosomívexas. ¡
Proposición 4.56
XSea -mí : O c IRM IR. -mína función semiconveu:a en 0.51 mide -viscosidad dos
Y(s, -mí. Vii) xx O en (9
enitonces u es diferencia/ile en IT)4- u y
f’(s. u(s), Vii(s)) = 0, s E D4-u.
Dernostracion.
Por ole fi mii osioS mi se verifica
fjs, u*(s), p) =O, p E i)+u*(s), s e O
y, ])uío-ms te qume to)o-l ¿o- fmi o-si o-Smi sení i oso)mi vexa es couu t ¡ niuta, se is ¡ cmi e
u = u mt -mí~.
Por ot u-a parto=,la Proposiosiómt 4.34 oleterun ¡
ji E D4-¿i(s) 4’ {7>> mt Di-u(s) xx V-m¿(s).
(2on seoso-menteníommute, u es o Ii ferenciable en s y





IDI sigomiemute resulta-o-lo oí o-me aboro-lamxtos es relativo a la exusteuí cia.
1’!’ U LO 4. PBOI’IE DADES INT [ti NS EGA 5-
Proposición 4.57 (Existencia de ‘soluciou1es interiores’)
de viscosidad de
Sea Oc HM, M =1, ¿~e C(O x lFix IRM) y -u E CIA(O) -u;¿a .soi-¿ícíohm
u, Va) =O en (9
u. Vn) > O
Entonces- u es so/iíción (le i)-M-(’osidad de
u <u en O
pa-la toda ímttició¿m u e 11.4(0) soluerón (le m,.’qsosidad de
erm O.
s,-u. Vii) = O mm O.
Dernostracuon.
(jo mis i oleraní 05 o-les et aj;)as:
Sea po c IT)4- -mi” (so). IBm u touíces o=xsise ob e C.~ (O) tal o¡ muo=
<(so) xx tÉ(sc), V<(si,) xx Pc
y >¿< —-- < ¿í,l os¿o-mi za mmmi ni áxiuto-) 1 oos¿o-l cuí ¿u> - Emí efecto. osomu si oh <mmcmiios la
fo-u mí ci<Sí u difo=10=míoS ial;) lo¿¿
= [u~(s) — *() — Po- ‘ (s sc)]~ , s E (9 Sr iii ax {r. >-) ‘4
o-jume s at isfamse
r¡(s) =O, r¡(so-í) = O y Ví
1(so) =
(1 nC -q(s) — rj(sc) xx [mÉ(s) — >mr*(sc) — pc ‘ (s — sc)]i- = [o (¡s —
5c
Po) r t amito-u. cmxi ste un a lun cioh osomí ti mii m¿o o ver ificam u ojo,
O nC o nC 1 huí e(s) mt O y
—-Yo xx ¡s — ~c p(s — sc), s E B,~(s~<)
para> algli u u (fi < 5 < 1 - IT) efini mii o,s cmi tomm oso-ms
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sueno-lo
~(s) Sr slíp{Q(s) : ¡si nC s}.
(2o-,uíu 05)
— [21>”’
sol) nCso¡ñ(¡s — — é(s)d~ =js — soLv(21s — sol)
o-slamaiíto=mtteHO-m tío-mo-me
<(so) = ¿í*(so) V<(zo) = Po
y, pam’a s sc
V<(s) = Pc + 2(s — So) + [2~(2¡s sol) ~(¡s —‘ so¡)] ~—~o (448)
¡s—sol
]-\ olemííás. para cao-la s E B8 (so) He verífica
-u?(s) — <(s) =u*(s) — mí*(so) — jio ‘ (s — sc) — ¡s — so¡~(¡s — sol)
nC >u>*(s) — u*(sc) — Po ‘ (s — sc) — ¡s — sc¡Q(s 50)
= -mÉ(s) — u*Cso,) — Pu ‘ (s — so) — i4s) =O = ,t(s) — <(so).
Llmia ¿mUeco-mao-la ~iro)lomtgaciono-le < fuera o-le Bt(so) l)ermttite obteuier < de
2
501)Ortrm co-)mnl)acto en todo O.
2. Sólo-) míecesítamo-s proibar
u, Vu) =O cuí O
osmtamí o-lo-) u es la smi persolu <sío mí iii ini inial. IT’ ara elle, smi ;bo-)ngamos o-¡ o-u o-=~
algui u sc C O y Po e D+>o-í* (sc) so>. tuviema la olesigualol¿o-ol
e Sr F(s~, u*(so),po) >0
y o-len vo=mííosuna contrao-li cci<Su. Para el le, formnantíos la fumnícieuí
-tv(s) = IÉ(so) + ¡s — so¡
2 — e + <(s) — <(so) xx ¡s — soI2 — e + ck(s)
olefiní ¡ ola a> paris ir o-le ha fimucidmí < olao-la cmi (4.47). (2eííío
(4.49)re(s
0) nC <(so) = >mí*(so)
‘4
14
86 CAPíTULO 4. Puor’IELADES INTRINSIBO AS. ‘4
y -a* — < ¡í>l osanza> mi mm utí áxí mii e lo (sal cmi 5c . cxi s tom 6 > o tal ojime ‘4
(mí* — c/’)(s) « (>& — «so) mt 0, s E B
28(so)\{so It 4
<so-unu lo;) 01 i>i0=
-tv(s) > ¿<(5) + Is — sol — es, s E B2s(s0)\ { Zm ‘4
y
a’-tu(s) > >mí*(s) + 62 — es > mí(s), s e DBs(s~<) (4. SO)
tomttan o;lo; 52 > ~ . Forníos nios la o;lesi giu al ob aol
Y(s, mr(s), Vw(s)) = E(so, >U*(s0),p0) + f(s, tv(s), V<(s) + 2(s — :~)) 14
—F(so, mt(so). ji0) =c—psr,ic (¡-uds) — tÉ(so) ¡ + :3¡s — sol + ¡Vo-/í(s) — pímí) a’
sicrudo pj—~< ulmí uíí<So-l mho) o-le osoiitimiuidao;l <los E sel;)m’om mmml osouul)a(sl>e 1<
msent raolou o-smi (so. u (so), po) e O >< 11<> x IRM . ltomosuíér<leso-’ o1u u cm í ¿t prO> pi o mcl a oh
huí pr K(-s) mt fi
o-ietermiiiiía la existeumosia o-le» so(e) ejO, 1 [ tal o¡ume 4
psFK(5) nC e. O < .3 < 5(c).
14De esta> fou’míía, couuí mo a partir ole (4.47)
</4s) =ti(sc) + po¡]5 — sol + ¡s — sol + — 50¡ ‘4
l¿í m’elaosmouí
tu(s) u*(so)] =(1 —t— ¡po¡)¡s — su¡ + ¿ + 2]s — sol2 ‘4
\‘ osí hecho;; ‘4
V<(s) —Po =2¡s — ~o + [24(2]s — ~o ) — <4 s — sol)
=2¡s — sol + 2<42¡s — soL. s ~o 14
(yo-mr (4.48)) uííumo=stramí
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temiiamío-lo e > O tan ~0=o-fihJCíio-)-le forma qume la cotístaitte 5 > fi satisfa~ga-
(6 + po])S + 362 + 2~(26) .s0(c).
E’ i~í ¿~I utíeníte, po oh eiítos <1dm miir{ mitin {u~(s),rv(s)}, s e Bs(so)
u(s) = u~(s), 5 E O\Bs(so)
o-inc será, gracias a (4.50) y (4.51) unía supersolucién (véase el TeorRiía
A .29 o leí A péno-hiose A). El carácter ni imí imn¿tl o-le u y (4.49) osonosí o-myemí la
cotí tm’aohioso;i <Smi
u~(so) =u(so) =u(s0) = w(so) nC u~(s0). o
Observación 4.58
IBI auíterioy es mmmi resul t¿v<1o i mtterio)v emu O cmi <=1semítio-lo que mio-) se m’eo-jo-nem’e
iii ngmu mía cO> mío-li ci¿mi sojí~ re O.
2. L¿o o=xisteuíosia de la smmpersoltmcioimí mnímti mttal es, cuí general, mimía osmiestuomí
mííuy o-Idi o:aola. (2namí o-lo se tienemí resm ml tado-)s de osonípa>raosioSmt (o-íume íuér—
uíí¿o-líííoimmíto= i mííplio:amí l¿t preso:ripcíómi o-le valores o-le coltto)ruio) , la btu 1)011< si s
<le o-ílíe el oSOmij umíto o-le supersoluosiones sea- mío vacío puede ser sulí o neíuto.
iiios tmar la o=xistemí<si a o-lot so)lu cio)mio=S. Estas i o-bo=as so mí las Ii mio 45
uiiaestras <¡nc se utilizaut al aplicar el méitodo de Pcrrorn.
:3. De formiía ami áloíga se mííviestra o-jo-me sm -u E ESA(O) es uím a so-Wumo iemti o lo -
y mscosí<laol ole
u, Vn) =O e-mi O
verilí cali 010)
tmnCu cuí O
pam’¿¡ teola fuincioSmí u e ESA(O) soluosio5n o-le viscosiolao-l de
-u, Vv) =O cmi O,
emito) ti co=s-u es sol ticio mu o-le viscos ¡<1 aol ohe
J’(s,u,Vmí)mtO en O. o
CAP (‘1’ U LO 4. PROFIEDA u)ES IN’fu~ INSISGAS.
¡-1 abmt o-u ahiíemí te t rabajatentios osomí ~;>ro-) 1;> lemtt as o;le oso mito, rmío de ¡¿1 fo;, rumí a
it, Vn) = (ji omli O
cuí ¿90 (1’)
];)am--<o- ftnmuosio-mio=s p : ¿9(9 —+ 111. l~)ebeuiios, l)o-~’ tauito), do=tem-uiuimiam’el somuutio-be <-le
la pm’escm’i l)osioui <be los o-lates cmi ¿o- f’m’ouuitem¿v olo=lo;lo,uuiiuuio- O.
Definición 4.59
Sea oc 11{M NI =1 y ¡‘e C(O x iii x ~Nm)
mí C (SA (O) es s-míb.soliíción fuerte (¡e viscosidad o-leí pu’ol;fl <mmii a ( P) si -mí
es sohmmciouí o-le viscosiolaol o-le
-mt, V-u) =O eum O
y
í<(s) xx huí smi>) u (y) =<(s) s E ¿90.
3/
2. mi e £1,4 (O) oms -supetao/-mícan ¿ 1-ae -¡-te de -m;-Ls co.s-idad o-ho-ml pro)1)1 cmii a (15’) si
mí es soluci&i o-le vi scosidao-l o-le
u, Vn) =O e-u O
-w.(s) xx huí ¡mifmí~(y) > <>p*(s), s C ¿90.
3/HZ
3. mi e CA(O) es solución J
5moe-rite de viscosidad olomí íuu’obleuiia (IT’) su -a es
su mb y sim 1)0mrsoíl mm osi <Sn fuierto-m o-le y ¡ s cosi oh aol obom (15’).
4. mí e CSA(O) es subsotmícíón debíl (¡e viscosidad del í roblommmí¿m> (E’) si -mr
es sehmmosieuí o-le visoso-,sio-lao-l o-le
Jjs, u, Va) nC O omuu O
uítin 4.F’(s, -mÉ(s), 7)), (-m( — #*)(s)i < ti. ¡‘ E [)i-~<(
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5. -a e CR4(U) es s-apeí’so[ae-¿on débil de viscosidad o-leí prol)leuia (P) si u
es so)luci<Sui o-le viscosio-lad o-le
F(s, u, Vu) =O cuí O
y
max {Y(s, u.(s), p), (u — mp~)(s)} =O, jI E Du~(s), s e DO.
6. u e CÁ(O) es soLución débil de viscosidad oíd problemii¿i (15)) si u es so-ib
y supersol uci<Smí o-lel)i 1 ole viscosiolaol o-le (15’).
Observación 4.60
N<Sto=seo1mme líemííos u ut¡ lizao-loi las sigtmientes prcmie<lao-les o-le has funciono-ms
senimosontímímías
**
u (s) = uní supu*(y) = -tÉ(s)
y
-a~js) = limn ¡nfu~(y) = u~(z).
‘2 —>Z
2. L¿v ju st ¡ fi cac i <Sot <1 om ha mí cosió u o-le solu <sienes olél) i lo-ms ~ ro-uy i Cuí (=rIel siguicuí te
Ii eclioí: supo)miganies o-jimo-m para osada es > O cx¡ sise -u~ e C
2 (O) H C (t)
so-Á ir osioin osí ¿is i ca o-leí P rol) 1 ciii a
{ —¿Au~ + L(s, z¿~, Vu~) = O en O
= mp <tu <90
tal quíc {u~}~ está uuifoiyuiicmeute acotao-la en O. lÑmitonces se l)ruie.l)¿t
(véase [Ba—Pe3] ) op mc las fo-mtícioníes semicommt u no-mas
u(s) 5 huí imíf u~(y)
y->-> e”->O
y
‘77(s) 5 limíí so-mí) ue(v)
y—>z
soit respcctíva>mneuite, smmb y snpersoltmciomies <léllileS <le (15’).
ae
CAPíTULO 4. PROP!EDADES mN’rR[NSIT’o, \s
3. T>oiola so-A o-iciomu buíem’to-m o-le o-mit 1;)i-ebleiti¿i> dom osouitom’mmo o-lo-me este <leiíui,ol¿i> o-m!
O os, o)bviauímelite. so;mlo-mci<Smt olébi 1 obo-m o-lidio-) pmtbhomuíía, pon lo o-jume se tueuio-m
la <sorms-¿.st en cía o;le 1 ¿o-s miociones ole soil o-u os i o-Sim ¿tmu tenemes Ao-le mmi as , exi s lo - mm
.4
so ho-mci emmo-ms o;bé hiles o-ji me muo so mt fo-merto=s- IBm u electo, si mp E ~ (DO)Y e C (O x IR. >< ~ ) tienme la proípi colad
j’(s.r.O)mtO. (s,m’)EOXlR-
cmnto>mi oso=s la fui mm cioSmí .4
¿¿(5) 1W IL»I(dO) + 1, 5 E O
es utra soWmmosi<Suu olebil ole ( P) quue míe es sol o-iosioml fumomute. 14
4. Si ti E CA (13) es solo-m cioS mí fo-merte <bm vi sosois ¡oh ¿o-ob ole 1 í}rol~ 1 cmtí ¿o-
{ J’(s, -u, Vmr) =0 oil (9
<‘mi DO
‘rs mp E C (¿90) emu temí oso-ms. o-be la- osaclemí a ml cm oh o-ms ¡go-uabo-lao-les
mp(s) nC -mr4s) =u(s) =u’(s) nC y*(.) < mp~(s), s E DO 4
se o-leo-lo-rose oí 10= -mí e C (¿>0) y u(s) mt y(s), s e ¿90. o
Peo-lemes ¿o-lío-) ma ¿o-Licro-lar ] a cxi st cmi <sía oLo=sol i,m cien es oíd pro~blcuu ¿o- <1 u
toruio (IT>) o-mtí lízau ío-lo. contio aiites. el ní-etodo de [‘e ¿‘¿‘on. Este niéteol aummmci¿mlmo=uite i oLea>o-lo poir este autor (véase [Perr] ) para- osemtstrmmi r fu mmi
¿onu en u cas ¿o p¿írt ¡ r d0= 1 ¿os fmicionu es s o-m b¿íruííoSuí i c¿¡s nicol i ami te leva-mítauíi
anmttouucos (véase [Gil—Tr]) - IT~osteriormnciite. o=stai ole¿í, fo-me extenuo-li ob 4comí st ro-rur 50)1 uíosio mies de eosu u aosi cmi es cii o-le rí vaolas í; aros í ¿oh es oh om seguir 01<)
o-mso=miosíalníenítom.o-ml ijítícas. F’iti-almtíeuite. l¿o- humosa argiuumiemital gemiemal fumom II
al ámítbíto o-le l¿o-s sol mmosíoimes ole viscesío-laol t¿o-uutou o;bo-m pm’imnre emolemí (vel- [1
.4
oso)m río-> o-lesegmí u mo;l e ( vc¿oso=[C r’— ls—Li 2]).
IT’ rese mit¿ouíío-,s ¿m> <50) mit mmi mt aosmomt o-tít des ¿tun0)11<) ia>nt ¡ sm,m 1 ari ‘¿¿o-ole ole o-ms t om muí 14para las ec o-m ¿o-osío, mm 0=5osmí las quía es tautos ¡ mí to-mres¿oo;bo-s . Sigue 1 ¿o- s bu míe¿o-s go-muíanmr qm,me olesar m’o;A 1 ao;la ¿o-oí mii oso-ini urna niadir p o;) fu muí ob i o;l ao;I
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Teoreisna 4.61 (Existencia de soluciones débiles)
S-aponqamos
4 Sr {-w e CS.4(13):-tv es subsolución débil de (P)} # 0.
Entonces, st la función
(ir(s) = sup {w(s) .‘w E £d}, s e 13
toma nabí-es finitos en O. .s’e ucrzfiea que UF- es solución débi/ de vi.4’cosidad
del pro tIerna (Ji’).
Dernostracion.
Ami te tomo-lo veamímes qm me la fo-u nci<Smi U, o-l¿o-ol¿o- emu (4.52) ~o-meoLe seu’ esmsnm t¿o-
oso;) míío
(lp(s) = su>ip {u<(s) u’ E £4, s E 13.
Emu efecto-t por mmii a> parte se vo=rifica
-w nC 10* 4’ (ip(s) =smmp {~*(s) : -¿y E £4
y, po--u’ o-)tu’a. si u’ ~ ~ emítomí oses zu~ E 4’ (2oviseoso-ícnitemviente,
{w*(s) : u’ E £4 G {w(s) : u’ E £4
pon Lo o-¡~~e, toniauío-lo suprcmíios, obiscuentíes
sumí) u’ e 4> nC UF(S).
A osomíti u uacuo mí comísi oleremos las cmiv mmcl 11 ¿os semíncouutt iii o-u aH smi w-r¡ en oh e (Ip
(lJr7js) = bmii so-mp {Up (y)
r —*0
— y] =4, s ~ O
e i mifo=u’iom’de U,-
(¿‘Jp)4s) + limiuf {Up(y)
resp o=osti vauííemite, o-jo-u e ob viaunen te ver ifiosan
¡5— y¡ =r}, s e 13,
(4.52)
(4.53)
(Up)*(s) nC (ir(s) nC (U,r)*(s), s e O.
14
14
92 CAPíTULO 4. PROPIEDADES INTRINSr< AS
~¡[o;~trosm¡u mes, en p ni unten 1 o-mgar, o-í mme la fitmí <si ¿mí U~ ob ¿o-ola cmi (4.52) es o-ml cío-muí mcmii e 14
míia>ximíuah o-le 4. En cf<=osto,sea s C O y n e D±(Up)(s). Por ¿o- o-lomfimííosío-;mí o-lo=
U,-, existe o-uuua smmcesio$mu {(s~, -w~)} G O x C,~ tal <juío= 14
{(s>,,, tvjsQ)} —* (s, (Upji(s)) (‘1.54)
emu oil emmd o-m, gm’aci as a (4.53). po-u oleo-iioís smi perio mr u~,, e SCS( O). A o-lo=mu más 1 14
mu ¡<si<Sn o-le ( Uu>- )* uno-mo-ms tna la pm-op icol ad geureral
xx y ~‘ himmu smmpu,~(y,,) = (l>Jp)’(y). 4 14
Así, p¿o-m’a too;le y > O exisl;o-m y > (ji suifiosienítenienite po-so-lo-memio tal oímío-m 14
(Ur)*(y) ~ ((J)*() + 7< (y — s) + vv — s , y e Br(s).
Aol om umt¿ts, po o;¡ emttes sim p en om n o~ o-u 0=,ole Ii e<slto, 4 so ~ c B~,(s ) . (2omts i o-le nc 14
cenitu mio-u¿o-cmoii la fmi itci ¿mu
o-J’(y) xx v,,(y) —p’ (y — s) — 2r-’¡y — s[, y e Wds) 14
y soma E~ E B,,(s) t¿o-l o-lo-me 14
‘<y) =‘i’(En), y e Br(s)
0=5 <locín. , 14
mv,<(y) =-wdE,,) + ¡< (:mi — &) + 2v(jy — s¡ — E~1 — s¡) (456)
y. cuí partí cmi ¡ ¿tu’. osoutto lícuuíes supuesto ojo-me s,, e Bg (s) , som temí oh rá
wds~) =m<’~(E~) + p’ (s,, — E0 + ‘2v(¡s,, — s¡ — ¡ET’ — si). (4.57) 14
Por o )tu’a parte, mmmi am’gmi miicmtto> o-le osco-ii 1)aos¡ ola-oh o] etenmo-mi mí a la omx i s temí ci a o;l
E E D4(s) y obo= o-u mía síu bs o-u <so-ms lo-; mí o-le {~,, ~,, a> la oi~ o-ue so=go-iu míos o;Iemi outamiol 144 ~ >4. tales oío-m(>m
huí E-< xx E-
I—~ i- XI 14Tommíiamio-lo huí i tes o=mí (4.57) obtemiei
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Así, las m’o=laciomíes (4.54) y (4.55) ltaoseo-í ojo-me, para u >~ 1, sc vcrifi (Imie
(Up)*(s) nC (Up)~) + p ‘ (s — E) — 2vlE — si =((1p7(s) — vlE — s¡.
Couísecuueníteníente, E = s Y liuíí w~(E~) = ((Jp7(s). (jonio la relaci<Sn (4.356)
<leto=ruiimmi a
p + 2ve e
para <so-mabo-j iien veoston e E <somí ¡ el = 1, entomioses
IlET’, w~~4,p + 2ve) nC O
lo-> ojue osomí<lii ose, Ii aosi<mmi ojo) temí oler u —* O Y u> —Y + oc a
F(5(Up)*(s)p) =0.
Nos fal t a oh o=ui0)5t m’¿u>n la meal i zaosi o$ii - cnt semít i o-lo) ojel)i 1, o-leí o-lato ole co>nitermio
o-muimu -{ I’(s, (U)*(s) p), (([1< — mp*)(s) 1 < O, p e D±(Up)*(s)
pa-ma s e DO. Síu ponugauties o-jume L)¿o-ra algubí s e ¿90 se tuviera
(4.58)
En temí <ses, existí rma mu ea so-í ose.HJo>u) { (s,., u’,,» c O x 4 taJ que
{ (sa. rv~(s~)) 1<~ -4 (s, (Umi’)*(s))
o lo>mi o le u u,, E SCS (13) vem’¡ fi
15 ) ama- osada p e
mo,, (s,,) > mp* (s) (4.59)para n>~ 1.
[>4-((Ip )~ (s) íodeutios repetir la arguníemitaosio5o-í amito=rmou’-y




para u >~ 1-mv,.(E,.) > mp*(;fl (4.60)
a’
14
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(vo>m¿o-sc (4.57) (4.59)) y
p + 2ve E [)4--ui~(~,.)
ji)ai’¿L cmialo
1muío-mu’ \‘ectom’ e e IR=’<‘0)ii ¡e¡ mt ¡ . [)omo=stafoin’mmia>.
i’(E,~. mv4~Q.p + ¿ve) < 0,uo
1—1 ¿oosieuío;bo-, to=muolo;mm’, souíio- a>o-utes, í-’ O y mi —Y +00, se coo-icluivom
I’(s. (Uy-y(s), p) =O,
lo o-¡mmo-m imiuphios’<í> (4.58). IT)e esta forííía luemiios íirol>iaolo ojo-me (Upji E Cd, <le
olo,umolm= la> íí¿o-xi umíahiol¿o-ol ole Uy- somtolo-nce ¿o-
UF nC (Up)* nC ¿Jo-> 4’ ¿Ip (¿Jo-y
y, osouí omí lm;u, a> oím u e UF- e Cm - Por
o;l o-ml i mo;> fi;, leí-u-ma (1~~
t¿o-nit<, ¿Jo-’ o=ssuíl)so)luíosiomu o-l~bil <le vís>sosi ml¿o~l
Pam’¿o- yo-mm’ o-fio-io=. o-bm lmeoslio, Uo- es solo-mosicio-i <bébi 1 o-bm (15’), basta comí uuío>stu’;i>r
op me (¿J1.) * es 50)1 mm <si <Smm o-le 1 ¿o ec o-m¿oc uo5 mí Ii asta la frontera, es oleosí r,
F(s, (Uuz-)*, V(Uí)~) ~ O eo-í 13. (4.62)
Y muo so-m ven fiosana (4.62), exist i rían
5o e 13 y po E IT) — (U,-) (so) tales o;l mme
.F(<>o, (¿Jv).(sií), po-u) <1 0. (¿1.63)
Aola¡;)t¿o-mio-bo alguio-ías ‘mo-lc¿os ole [Cr—Js—Li2]y [Di2] cemisio-leremíies la fu mmm osi¿u u
u’egui lar
-u(s) = (Uu-)~(so) + Po ‘ (s — so) — 9’¡5 — so¡2 + 6
o Ion mo-l o-m 5, 9’ > 0. (21aun u ente -v es o-lifo=m’omuí(Si ¿01)10=comí
Vv(s) Po — 29(5 — so)
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[‘or tamuto, para 6, y, o > o suficienteníco-ite pequelios, a p¿o-rtir ole
vendíca
I’(s, u(s), Vu(s)) =0, s e B~(so) n 13.
A oleo-u as, osouime j>mm E L) ((1,’ )* (so), POOIO=IitOH013/temier
(lp(s) > (Ur)~(s) > u(s) + y¡s — sol2 + o(¡s — sol) — 5
Li(véase (4.64)). IT)e esta foruíía,si — =s — sol =~ se venifica2
¿ip(s) =-u(s) +
~2 _ ~2 — & = u(s) + > u(s)
8
‘2




o-ms sením coní tu mí ¡ma s umper onu en te.
sí s E B
0(so) fl13
si s g B~(síu) 013
Por tamíto, por las puopleo-lades o-le las
ííero-lifomremici¿rles, se ticmme
= w(s), s E O,
-w(s) = Uf(s), s e ¿
9BQ(so) n 13
D4-tv(s) — D4-Uo- (s), s C 13\B
0(smí)
L)
4-uu(s) c D4-LJp(s) U D4-v(s), s E BQ(so) 013
~ lo-) oí o-ue -mu ven Ii c¿o- cmi el semít i <loi o-le la vi sosos i<¡aol la coso-u acmomí
u’, Vto) nC O en
13nt




f’(z, (Ip, 7(1<.) ~ O en <9.
CAÍ’í1’mmLo 4. PItcíy’u¡~[)AÍ)ILs uN’I’I{uNSE(~AS.
IT) e esta bu’miia. I)Oiu’ so-mm’ Uy- muíaxiuíial 0=11 cl osenj o-muto C<~ , se tio=uíe
-tv(s) mt Up(s). 5 E O.
Pou’ outm’a ííam’te, oolo=uuto-smsoiustu’mtir o-muía sumosesiomí { s4,, tal <lime
{(s~, ~~o--(~,W}~<—> (so, (Uo--)dzo)).
Po-ir is ¿o-mito>, para n s o-m fi cieo-í teniemí t;o=graumole, se yo-mr i Fica
6
O =Uu:(sQ — ((4)450) =4,
5
-u(s) — u(so)¡ nC ‘, s~ e
——4
a’
sn E B<m(so) fl O
B~(s0) n 13.
[)o=o-ms t ¿o- Fo-ir utí a. is o mmmi cmi ;lo cuí osuemíta (4.65), so-m o-le niva la osonu t nao-liososi¿mm






= ¿‘(so) — (l-Jo--)*(so) —
Observación 4.62
Razoim u auí oloí oiom fon una ami ¿II oíg¿r se ni umesisra> o-jo-me si
{-w E CIA(O) -mv es smi persel o-mci¿mm olébi 1 o-bm ( P) } # 0
o;le mmi mm e ma q ute 1 a> Imín os u o;> mt
u u:. (s) xx i rif 4-mv(s) ívEC~%, seO
I;omíía valones fimí itois o-muí O, se veu’i{uosa olime -¿¿u-- es seluosiouí o-lél;nl ohm vismsm;usiolaol
o-bel p u’oi bí<-mii ¿o- (IT’). o
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Teorema 4.63 (Existencia de soluciomies fuertes)
Sea mp E CSA(DO) y suponqamo.s-
1% {-tv e £SÁ(O) .‘-wes subsol-míción fucile de (IT’)
tal que um’(s) = mp’(s) s e ¿9O} # 0.
Entonces, sí la función
Uy(s) = suíp {zv(z) .‘-w E £4, 5 E (9 (4.67)
¿o rna va/ores Jinitos en O, sc ue-r’ifica que Uo-’ es sotación fucile dc uiseosi~ad
dcl problema ( P) . A demás,
Up(s) xx mp’(s), s e ¿O.
Demostracion.
Argiuutieuitauo-lo co-)nio cmi el Teoremiia 4.61 se obtiene o-lo-me Uo-’ = (Uy’)’ E1Co-
es soÁo-mosi<Sui o-le vísososíolaol ole
u, Vii) mt O en O
y, a>olem>muas, vem’ ibca-
Up(s) mt (Up)*(s) = *() > mp4s), s e DO,
o-bm ;lemtole
(U~),(s) =mp4s), s E a-O.
Lm momgo U~ es o-muía sol micio-mí fo-meite o-le (15>).
Observación 4.64
Amiáloganíteuíte, si para mp E CIA(DO) se. verifica
1 {w e CIA(O) :-wes so-mpersolmmci<Smí fumerte <le (P)
tal qume w4s) mt mp,(s), s e ¿90} # O
o-le fo;rmí a oiune la> fuo-n osmoní
uo--(s) = mf {w(s) -w e £<>, sE O (4.68)
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to)uii¿i> valojm’o=s{imui tois cuí O, emttoiimíoses uo-- es so,ho-mosio-iii fuem’te o-le visosesio-la.oí m;lel
prol)lo>.uuua (1’). Aolentí ás,
np(s) = mp~(s), s E DO.
Notese o-~mm o.m 5mcmii u re sc ver iii ms¿o-
—-00 =ne(s) y Un(s) =+00, 5 e (9.
Ao-bo-mmmí¿o-s:
si (mp~ft(s) = mps(s). s e ¿90, co-itomuices
(Uy¿l*(s) mt (y$(s) xx mp~(s). s E DO 4’ (Uo-). E £
mmc, ííoi m’ o;! o=finici o$ u — osouí oh umoso=a
up(s) =(Uo-)~(s) =hp(s), s C 0.
2. si (Ép~)}s) xx mp*(s), s E ¿90, emítonces
(up)*(s) mt (y$(s) xx <(s), s e ¿90 4’ (np)* e Co-
u-
<fue lleva> a.
Up(5) =(up)*(s) nC Uy(s), s e O.
E mí gemí eral, míe se po-i eol 0=as-o-mgo-mrar oi o-ue tío-- U o- . o
Observación 4.65
lBmi las comtoliosíoo-io=so-leí u’o;msultao-loi ¿o-utem’iom’ se tieumo=m>uu¿o- o-mspo-mosíe de Teo ¿‘e ma
de Ve rrficatíó ¿: si 1 ¿o- fm muí <si <Síu Uo-- oh aol a> o-mmí (4.67) o--.s loo-sal mii cmi t m=.so-u 1)0=’on’uíí o=mu to-m
acota<la cuí tomtco-ms
-w(s) nC Un(s). s E O
líara oso-mal oií o-mi en sim bsoil mm osi<Smr fuíerto-m -w o-bm (Ji)) o=u la o-sl aso-m Cf. o
La o-mmmio>siolao-l o-le las solo-mosioo-ies f’uíomm’tes es mm mía cumestmo)mu uiío-my olebosada, osomume
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Ejemplo 4.66
Sea> O G II><M NI =1, y co-)misio-lencuiios el l)rol)leni¿t o-le <sontormio
(¡‘(su. e-u O(P) j u=’mp Vu) =0 cii DO
dono-le 1’ : O x IR x hM ~>~> IR verifiosa
F(s,O,O)mtO, seO
y la fmi mío-si <Su u mp : DO —* IR. vi cmi o-,m <1 ¿o-o-l¿o- ~o-)r
osen 5o 6 ¿90 Si para cada k e [0, 1] consideramos
es claro) <¡míe la Ño-ni il i a o-le fumniosiemies {uklo<k< u 5Oií so-)lutosiones fo-mentes o-bo= vis-
osos ¡ o;l a>o;l o;b e (1’), pmm es
= Jis, O, O) = O, seO{ (uk)*(s)=>m¿p(s) _
fjs,u”,Vu nC mp(s) = mp*(s) s e DO
y
t~)=F(s,O,O)=O, seO{ k)tL mp4s), se DO.
N<Stese que, ¿íolemtíás,
(u
3/)*(s) = -am(s), se 0 0< k nC 1.
(2omi vistas a tener resmmltaolous o-le uo-ticiolao-l ao-buií itamímos, corno es Ii al) it o-i¿ol,
o-mtí Principio <-le (~‘ornparaciórm: si -u E CSA(O) y -w e CIA(O) son, -¡‘espee—
tiua-rn ente ab y s-mtpersolucío;¿ de la ecuacron




u~(s) nC -o-m<s). s e DO
e-¿¿itonce.s
-mm(s) nC -uf(s) nC -w~(s) =-w(s), s e O.
[)e esta fornía, se ven fi osa>:
Teorema 4.67 (Unicidad)
Si mp e C(¿iO) y se -verífica -un Principio de ($o-rr¿par’auíór¿ er¿to-nce.s cl
7)>) -ob le-¡¿¿a- (1’) a- dom it e, u> lo smi-mo, un a- -u ¿ ¿ iva so[mietón fmie -¿‘te (¡mre. udc-¡rías, es
mo¿mt-¿¿rua en O.
Demostracion.
8 o-m¿o-mi U u y u2 sol mí osi o-)mi 0=5fm mertes o-le (1’) <sol u mp E C(DO). (Be mii o
mp*(s) nC mp4s), s E DO
o-ml 1’ ni uiosipio o-bm (2omti p~’aciomm sonío-lo-moso-m a
(¿‘u )js) nC (u2)4s). s E O
y
(m;2)*(s) nC (-vm )~(s), 5 e O
o-le obo-)mmolc peoleumios osomíi pbo=t¿o-m’la osa>oleuia>
(Vm )*(s) =(u2Ws) =(u2)*(s) =(um )~(s) < (¿‘~ f(s), s e 13
o-pie co-)muoiulIce a la osouitiuimiio-l¿to-l y o-tui íosíolaol <Io=solo-mosi<Smi. o
Observación 4.68
Emt el armil;> leí bm o-lo-ml Pr i o-ícipio o-le (20) ni p au’aosion crí o=l0¡ u o-m ¿sabe o-msp omrar
o-lime teo-la smi bsolmmos¡<Smí fo-merte sea mmíemuo)m e go-mal olumo=tomo-la smIl)erso)luiciomi
fo-merte, la comí ti mio-mi oh aol o-íe o-tmua solu c.¡ <Síu fo-merte u cmi el híom’<;l o-m es u cosesaria.
En efeosto.
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2. (Jonio hemos visto en el Ejemplo 4.66, si p ~‘ C(00) puede ocurrir que
no haya u ni cidad. Coiím se Ve. en ese caso no hay comparacion , pues
existen subsoinciones ¡nayores que supersoluciones. Además, la función
2 Sg
es i.i u a sol u.u cion débil ríe (P) (lije no es solución fuerte. o
Corolario 4.69
Si y E CQ)~9), 4 # 0, se venifica un Principio de Gomparaciótí y la fun-
cián U~ dada en (4.67) tonta valores finitos en 0, entonces Up es la ihtica
solución fuerte de viscosidad de (F’). Además, U~ E C(0) y
U~(z) = y(s), z e ¿90. o
[)e la misma forma, se tiene el resultado análogo al anterior.
Corolario 4.70
Si <~ e C(00), ¿f # 0, sr re rijíca un Principio de Comparación y la
fanetotí u> dada en (4.68) toma valores finitos en O, entonces U1 es la unica
solucion fuerte <le viscosidad de ( P) . Además, 11F e e(O) y
uy(s) = p(z), z e 00. o
4.4 Teorema de Verificación.
Bajo este epígrafe entenderenios lilia serie ríe propiedades iii trínsecas de. las
solulciofles u E £2t4( ¡It x JO, ~[)de la
nr =H(Vu) en ~N x]O, T[ (T =+~) (4.69)
su puiesto qí.w II
11{N ~ IR es íína función continua cuando se emplean argu—
me¡ítos de convexírlarí. Para ello consideraremos la tranformada de Leqe,~dre
del Ii ani il ton i ano FI
HAy) = sup {p . — H(p)J
PC
4CA’íTuLo 4. PRop¡ED,xuEs IN’l’BINSE( AS.
a part e de ella, la desigualdad de Y9ung generalizada.
p =I-l(p) + H*(~), ~> ~ fli{N ~ ~ D(H*). (‘¡.70) 4
Co nieIi zam os ‘lcRnien cío un coni port¿tniíeíí to de las solu u óii es reí ¡tctuiíado J
Teorema 4.71
Si a c £L4( IRN ~] o. 14) e.s una solución de (4.69) entonces, pata ca da
e ~ itt E E 1) ( I~i*) , se tiene la monotonía. intrínseca.
— E’? 2) + t2H (E) =n~(x — Et, t~) + tiH*(E), O < u =12 < 1 (4.71)
It; ¿ yarite ata;, existe





Dado :z: C mt , ~ e L) (HA) y c > O consideremos la función
soQ) = ujx — E~, t) + (Hk(E) + ¿)t, O < 1 < T.
Cl aranící ite y E SCI(] O, T[)Y para ea(la tú c}D, Ir SC t ittli(t
/k, E Dy(to) @‘ pí, — (HK(E) +¿) = />2 — E Pi
Adei nas, conio >or (4.69) y (4.70) se veríhca
con (Pi ,p2) e [Y a~ (u: — 5t0 , 4,) 4
J
/>2 > H(pi) =~,C. p~ —
(tít t%)i 1 ces
PO = E Pi + (HIE) + ¿) =¿
1>0! lo ‘¡nc y es solticion (le viscosidad de la ecuación
> ¿ > O en ]O, T[.
Así. a;.>ti caLi do el Corolario 4.50. se obtiene




eoi la traza inicial.
4.4. TnoREM~x [)E VEíuF¡cAcloN. 103
es decir.
— ¿/,1) + (H*(i) + <1 > u4x — 4to, í~) + (ELY) + <lo, tú =t < T.
(iísecuentemente. para ca(la :r E
11{N y E E D(H*) , la sucesión
4,1) + (H*(4) + ¿fi 1 E]O, ~f[}
es es t iict amen te crecien te, lo qn e ermi te concliii r el resnltado. u
Observación 4.72
1. En partícnlar, si HA(O) = O, entonces existe
u
0(x; u,) ir hm u4x, 1), :r E
t—*o4
2. Por deisuNión, para cada 4 E D( 8*) se tiene
a~(x; u~) =u~(z, O~) 1 hm mf u~(q, 1), x E
sin ~¡tie, en gen ~ral pi¡eda asegurarse que la función parcial :¡;
u~ (e; u~) sea s.c.t . en . En algunas circunstancias, como se nuies—
tra en el Corolario 4.82 (véase también la Observación 5.19), se dá la
propiedad u0(x; u,) E SCS(ll{N). ~
Observación 4.73
Si u E £A(IRN x]O, T[) T =±~,es solución de viscosidad de
ut — FI(Vu) = O en
enton ces, a partir (le (4.71 ) se obtiene
(vt*(x — 4k. t + h) > (u,7(z,t) + hH*(4), ti > 0,4 E 0(8k)
y, coíí sectíentemente
— Eh) < T<x) + It,
sí en do
1 (u,)’{n, 1) < +oc. O < 1 < r < T.
>0:inf{rT½:) ir £.1)Zz+GXD. t>r j
CAvÍTuLO 4. PRo PI EDA DES 1 NTRINS ECA8
— T~(y) ~ , e, y E 11{N ~ E [4Fl*).EJ
Si 19(1~lA) — w~N se dei ¿e la propiedad unijormne
Tj?) < +c’o para algún 1 c IRN{ T<J) = +cc para algún 1 E 4, T<x)4, T0$r) +00, x
2. Si D(HÁ) = L(O) entonces
T<1) < +cc para algún 1 E j1i~N ~ T0$:r) < +oc, x E Bí«¡ T (Ifl(1)
y. adení as
T~(x) — T~jy)~ ~ jx—qjIt




para algun 1 E fl{N
para algún 1 E fftN
4- t(x) <+00,
4’ T«x) +00,
Más aelelante it ostrarenios qí.w ‘IF~~ ( .) —1—cc cii ando
H(p) = R¡pQ p E IR» (It> O).
No obstante, en este caso, si ¡.ara cada u E IN def¿ni enos
T,,(x) 1 ¡nf {r > O { (oí~7(:c, t) < u,(u4*(x, 7) = u O < / <i- }, ~
50 ven fi.;a
T~(x) — ‘J’~(y)I ~ :¡: — yjIt v.g E IR?’, u E IN. o
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Teorema 4.74 (Verificación)
Si u E £IÁ(IRN x]O, T[) es solución de (4.69) y lo e]O, ~f[ entonces se
¿irriflea
u(x, t) > ujx, 1) =u~(y, t~) — (1 — íú)Hk (u ztt
)
(4.fl)
para todo x, y E IR» y 1 E [ib, T[ tales que y E x+(t~tú)D(FI*). Li; particular,
u(x, 1) =u~(¿r, t) =U(x, 1; a3(; u~)), (x, 1) E ¡1{N >~]O, T[ (¿1.73)
siendo
tI(:r, 1; u
0(.; u)) = 5UJ)
yEx+t Li (H k)
u~) — 1W (y—x)}




u’> (¿e; u~) = hm u~(x, 1) = hm iiíf u~(y, 1) 1 u4n, 0+), ¿e E IR»,
entonces. para cualq ujer u E £L.4( IRN x ] O. T[)solución de (4.69) se
ven lica
u~(:c, t) =¿¿(¿e, 1; a~(., Of)), (:r, t) E ~p<Nx]O, T[. (4.74)
2. [)e (4.72) se sigile la ordenación intrínseca de los valores de las sol u—






mf H(p) = O
p E ff{N
entonces HA (O) = O, obtenien dose la monotonía
u.(x, 1,) =u(x, t2), ¿e E IR?’, í~ 1~.
CAf’írIíJ~o 4. PROPIEDADES INTHINSILCAS.
Nec iie¡‘4 (lse 9 1.1 e pa1.a. 1 a elecciOil
H(p) = RJpJ’~, y E
(Hfl1 (O) = { a4o)
(R>O, m= 1)
SI un > 1
sí ni =




E B Í{(¿2—~, > (¿e)
si i-¡-i >
si i-i-i = i.
La fi un ej¿n de Lax—( ) 1 eini k asoci ada a! Iiaí >] 4t(> Iii a-iio 11 y a 1 un dato i iii ci al
u
0 : IR? —* IR dada por
v9x+tD(I1~) {uo(n) — tH*
Qe, t) E 11% x]O, T[,( ~1—
-
1 ,IJ~
1)1I((l(~ (t5C1i liii ~ en la forní a
¿¿Qn, 1; nsj)) = sl-lp
¿~fl(i-b)
{auQt + Et) — tH*(E)} , Qn. t) E íR» ><]O, 14. (4.75)
[)estaqí.íemos algunas propiedades de regularidad para la función de ¡Mix—
(i) Ni ni 1<:
Proposición 4.76
1.51 u E L4(IR N ) cuto;;
e;> 1¡{N x]() rl.t
2 Sí a0 E £L4( IR») entonces 1<.,.; (núSQ)) E SCI(llÚ xJO, r~i[)
3. ½?u,> E £SÁ(lRi) entonces U(.. .; (uo)’(.)) E SCS(ll{N x]O. TD.
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5 .Si tto E L4(IRN) ucrifica
((uo» )* = (un)
entonces
(uo)4 ji) = U(., .; (aú)*(.))
6. Si u0 E L4(ll{N) entonces
Li; particular, si u0 líen e la propiedad
= (uú)* en
en 11~N x]O, i2[.
(4.77)
e mito u ce.s
(¿¿)* (. (uo)*(.)) = ¿¿*(., .; (uo)*(.)) en IRN x]O, rF[12
Dernostracion.
Basta tener en cuenta la definición.
2. [)e la reí ací0!] (4.75) SC eled tice
¿¿Qn, 1; (uo)~(.)) =(uo)4x + El) — tHAV), E E D(H)
y, consecí.sentemen te,
¿¿4:;:, 1; (zio)4.)) =(uú).Qn + El) — IH*(E), ~ E D(H ~).
[>or tanto.
¿L(:n, 1; (u
0)(.)) = sup {(uo)4x + El) — iHA(E)} = ¿¿(~e, t; (uú)~(~)),
¿ED(H~)
obten i endose la caxlena de cíes guald ades
U~Qr.1; (uo)~Q)) =¿¿Qn, 1; (uo)~()) =t4 Qn,i; (uo)~(.)).
2TocLos los resultados anteriores son l)ara algun T < +~. Véase el Teorema 4.89
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:3. l>or úlelinícw>íi <le st.i~i>ieiíi&i>. clas~lo ¿ > O va a existir E~ E f)( FI * ) i;al <¡nc
¿¿Qn, t; (uo)*(.)) =(ao)Mx + El) — IH’(Ee) + 6.
Por tanto. tonian do en y eltas sil peri ores,
tPQr, 1; (u,j7()) =(uo)~Qc + El) — tHA(&) + ¿
< sup {o,.>)*Qn + El) — tI~1A(E) 1 + ¿ = ¿¿Qn. 1; (uo)á(.)) + ¿
~Ef)(if )
1-1 acuinlo tender ¿ —* O sc obtiene la dcsi’rna.Ida.d5~~•
¿¿~}x, 1; (aú)*Q)) =¿¿Qn, 1; (u~7()) < ¿¿*Q~. 1; (ao)*(.)).
4. lis consecuencia i u me(iiata de los aparta~los 2 y 3.
5. Cl arainente, por (4.76), sc ver í [ica
de doI]dc. tonando envi.ielta.s si.;períores y teniendo i (:ii(~iit¿t .3
ttQc,t; (uo)~(.)) <¿0 Qn. t; (un)».)) = UQn.i; (ao)».)).
Por otro lado. Li iii an <lo en ½‘1.1citas sí; peri ores en la. cxli resi (4 .78), se
(>1> tic;>e
¿¿Qr •t; (uo)4.)) = ((uo)4~ Qn + El) — tHA(E) = (un» Qn + Et) — tFI kV)
¡Jara todo E E D( FíA), cloíídc nuevaníente licirús itil izado la )IOii(1~d¿t(il
(4.76). Dc esta forma. tomand> supremo e; i ~ E D( FI A) sc co i cl ye
¿¿*Qr t; (un)»)) =¿¿(¿e, t; (un)».)).
6. En pH ner 1 ilgar. como
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Por otro 1 a(lo, la des igí ialdad
¿¿Qe, 1; ‘ao(.)) > uú(x + El) — tH*(E), E E D(H*)
lleva a
¿ÉQn, 1; uo(.)) =(uo)~(x + El) — tW (E)~ E E D(FI*).
por lo que ton] ando envueltas superiores,
(Uf (u:, 1; v.ú()) =((uo)j* (¿e + E1) — tHYE), E E 0(11*).
Con secuei tein en te,
(¿¿)* Qn, t; uo(.)) = si.’;)
~Fr)(N*)
{((uo)*) (¿e + El) — IH*(E) 1 = ¿¿Qn, 1; ((uótl (ji)
[)c esta forma
(U~)* (u:, 1; au()) =¿¿Qn, 1; ((un)*)t (.)) o
Observación 4.77
Los args.ímentos empleados en la demostración de la U’ ropOsi ción anterior
pe~’ u>i ten m ostjar:




¿¿4., ; (uo7{)) = ¿¿(., .; (un)~()) en JpN x]O, rrr




(¿4*) (., .; (uú)».)) = U».,.; (uo)4.)) en ff{NX]O,rFL o
110 CAl’ IT!> LO 4. PROf’! E [)A [>ES INTRI NS ECAS
En cuanto a la desc¡’ipcion del dato inicial, si denotamos
Uo(¿e; uo(.)) ir Liii ¿¿Qn, 1; u0(.)), ¿e E lIC,
1 —>45+
se ticí se la siguien te a.cotacioí
Proposición 4.78
Paro ca <la ¿e E Itt Sc .iitrZ/iea
‘t Uo Qe; <mo()) <
Demostracion.
CI aramente, para cada E E D( H + ) , se tiene
¿¿(¿e, t; nsj.)) =aoQn + El) —
1 itego lina ¿¿Qe, t; ao(.)) 2> ini un Qe + Et) 2>
— ¿—>0’<’
1’or ota> lado, j os dcii iii ción s.l e sup reivio. dado ¿ > ~ existe E~ E 13(14* ji tal
<‘Ile
UQn,i; a0(.)) =uoQc + E~O — tFl~(E~) + 6 =a0 ye + El) + 1F1(O) + ¿
va qn .~, a partir de la Uesíqu alda U de Yo!!, ¿q qe; eral ¡zada,
H*(E) + H(O) > O, E e D(H’).
[‘oc tasstsi>,
lien ¿¿(~e, 1; ¿¡~()) =liii> ¿mú(¿e + E~1) + ¿ =(uú$(:e) + ¿.
¿.4fl+
l’[acien<lo ten<iler ¿ —> O oli>te,ieinos
uní UQm:, 1; an(.)) < (ao)”Qe). o
..4() +
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Proposición 4.79
Sí ug E .CSA(IRN), bujo el supuesto
O E D(HA), (4.79)
se vermj¡ca
(Mt (:n; u,».)) = (uo)tQn), e E IR»
En particular,
Uo Qn; (ug)’».)) = (uo)*Qn), ¿e E IR?. (4.80)
Demostracion.
Basta tener en cuenta que la hipótesis (4.79) determina
¿¿Qn, 1; u,»)) =n
0Qn) — tFl*(O)
de donde, h aciendo tender 1 —* O~, se obtiene
u0 Qn) =¿¿o Qn; a0(.)) =(uo)*(;n).
Basta. toí ijar <mv iieí tas sí iperio res para conclIn r el resnl tado. o
Observación 4.80
Si para algún ~ 2> 0 y ~ E IB,N, se verifica
1411*) D ¿9B0V) (4.81)
entonces
1 ím suj> u0 (¿e + Et) = (uc,)* Qn), :1: E IRN.
t+o~
Nétese file la propiedad (4.81) es verificada por hamiltunianos de la forma
H(p) = RJpJ’”, p E IR? (It> O un > 1).
En p art i c l.L lar. cts ando ir> = 1, se ver ifica
Uo(x; uu(.)) = (uo)”(¿e), ¿e E IR» (4.82)
para cualquier :lato u0 E £S..4( IRN o
II? CAríTu[~o 4. PR.O[’IEDADES INTRINSECAS
Las soluciOI]e5 (le la ecuación (4.69) tien en la si gu lente mcqalaridad co mm> —
plcníent aria:
Corolario 4.81
Sí a E £IA( lRN >< ] o, T[) es una so/ación de (4.69) em¿tomxcc kS~ para cada
(a:, t) E 11{N x]O, rf[ u E E D(HA), se ve-mi/ka
lun sup u~Qe + ~}i — .s). .s) =<e, t) < lien infa~Qe — E(t — s), 1).
5—,. ¿ —3—4< —
Demostracion.
rI~l t0 = s e y = ¿e + E( t — s) en (4.72) obtenemos
(4.8:3)a~Qn, t) =u~Qe + E(t — s), .3) — (1 — s)Hk(E), O < s < t < T.
U’ :,r ta¡i to.
u~(:e,t) =lii» sup [u4¿e + E(t — s), .3) — (1
5—4 —
— .s)H YE)] a
= lin> sup <í~(¿e + E(t — .s), s).
5—>~! —
urelación (4.83) escrita en la forma
u.Qn — E@ — s), /) =u4:n, s) — (y — .s)H*(E), o c .~ < ¿ < T
con <l .i ce a




Sea u E £IA( IR? x ] O, T[)ano so/ación dc (4.69). Bajo la Imípótesís (4.82),
para .,ada iú E] O, T[ la fanctor¿ parcial a<~ ( . ; ~ E SCS ff~N ) do udc u














= lun mf a~(:e, .3) > u.Qe. ~. n
5—>.!~
Alen,ás
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Demostracion.
[)ado ¿e E iR» y O =to < T, a partir (le (4.72) y (4.73) se sigue la cadqna
de desigí ¡aldades
2> hm ¿¿(¿e, 1 — tú; u!O (.; u.)) = Uo(¿e; u¿O(.; u~)) =utO (¿e; u~) — va) Qn; u). o
En el caso en <jue el hamilton i ano es convexo, también se tiene el resnlta lo
reciproco al del Teorema 4.74.
Teorema 4.83 (Caracterización de las supersoluciones)
Sea Ji IR? —* IR una función propm, convexa, .s.c.i. y u E .CIA(IRNX]O, T[)
con T < +cc. Lntonce.s u es solución de viscosidad de la ecuacto;;
u< ~ 7-I(S7u) en IRNX]O,TL
sí y sólo si para cada t
0 E] O, rr~ se nerifica
u(¿e, 1) =u~Qe, 1) =a~(y, lo) — (1 — toyHA (4}4)
para todo ¿e, y E IR» y ~ E [te, T[ tales que y E ¿e + (t — lo) DQH*).
Demostracion.
Basta con demostrar la i mpli caciói~ recíproca del leorema 4.74. Para gIl o
sea (pl, p2) E [Y tí~ (¿e, 1) con (¿e, t) E IRN x ] O, T[. Por defiencion
at(y, s) 2> a~(:e. 1) + pi (y — ¿e) + p2(s — 1) + o( [y — ¿eJ + s — iJ). (4:85)
Por otra parte, si s < 1 ,la relación (4.84) deterin í na
u~(y, s) < u~Qn, 1) + (1 — s)W (‘ ~) . (4186)
Dado ~ E D(7~i*) consideramos 1 = s + It e y = :n + Eh con It > O. Así~ de
(4.85) y (4.86) obtenemos
o(It jiE — />2 + =Ji*v) h > O.
4114 C.x¡’ír¿.¿Lo 4. P10¡’IED.xr>Es INTRINSEO AS
1-1 ac:ie,, do tender It —+ O se deduce 4
pj — P2 =ht(~),
eS <~le(:i 1.
1)2 =pi — JiA(0 E E D(Ji>).
p o; ser Ji una n ci oii <:0n ve xa, toniando s np rení o en ~ E /I) (‘9< ) e o 14 4
expires ion anterior se obtiene
1>2= ?<‘(pi) =
gracias al Teorema de Fcncl; el—Mo tena. ~
Una aj>licación iLlinediata. es: 4,
Proposición 4.84
Si u E LA IRN ~ jo. ~ij) rp < + oc, es a¿,asolacióm, <le
a1 — H(Vu) = O en IR?’ x]O, T[
emitonces
(-a~)”Qm:, t) =U (¿e, mt; (u~(., o~ji) (~)) , (2:. mt) E IR» x]O, ríi 1
Demostracion.
La. reí ación (4.74) deteiir> i jia
a~Qe, t) =¿¿(¿e. t; a ( (ii)) 2> ax + EL, O~) — tHA(E) 4’
para (:m:, 1) E IR?’ x]O,T[ y ~ E i~)(H*), por lo <pne toinaíído envueltas sn;>eí o—
(u*)*(¿n, t) =(ak(¿n + Ei, Os)) — LH*(E). ~ e
El resultado se sigu>e toman do supiemo en ~ E 1)( 11*).
Coní o liemos coni cuitado aíí tenormen te, la descríp (¿>01> del <1ato iii i cia! a0
en tui 1)roblen]a de Uauchy es ambiguLa. piies
(aú)~Qe) < a~Qe, Q±)< lun in Fa~(:e, mt)
b40±
< ini sup u*Qe. 1) < *( 0+) < (a )*Qe) ¿e E ¡tÚ. 4
El teorema de Ven hcacion nos va a períiiitir espú.tcí ¡jean el nimíco cr’mnpnm —
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Teorema 4.85
Sea ?¡g E £A(IRN) ver;ficando
((au)*)* (¿e) = (uo)* Qn), ¿e E IR?
y u E £A(ff{,N x]O, T[), T =+cc, una solución fuerte de viscosidad
biema tic Caucity




Entonces, bajo la hipótesis’ (4.82), sc verijica
¡¡iii u(:n, 1) = (ao)*Qn), ¿e E
¿~*0+
Dernostracion.
Por la propiedad (4.74) sabemos que
u~(:n, 1) =¿¿(¿e, 1; a4., Of)) =¿¿(3:,1; (uo)dW, (¿e, 1) E
(4.8b)
IR»x]0,T[. (4.89)
Por tanto, (4.82) y (4.87) implican
¡ini infa~Qn,i) =((uú)~)~ Qn) = (¿j0)*Qn)
¿-4g4
¿e E Uit
Por otra parte, de la cadena de des iglíaId a<iúts
u~Qe, 1) < uQn,i) =u~Qr, 1), ¿e E IRN 1 > O
(uú)*Qn) =hm mf u.Qn. 1) < huí mf u(¿e, mt) =hm sup uQn, t)
¿-4(5+
—>0+
=(uoY(¿e), ¿e E nh<N o
Observación 4.86
La condición (4.87) no es muy exigente, pites se venifica si uo E SCI(
Sin cm bargó, existen fíincioiíes u0 E SCS liÚ ) con la propiedad






u0 Qe) = X~«(o) Qn). ¿e E IR? (u>O).
C,xi-’Í’ruLo 4. PROPIED¿XDES INTRINSECAS.
2. B!tj O la lii i>otesi 5 (4.82) se p jecí sa la ti ‘aza inicial de cualquier sip e
s<>lucion fuerte (le viseosi(Ia(l del i>¿<il>Ieiii~~ (4.88) dado qíte
huí infu~Qm:.t) 2> ((uo)$ (¿e) 2> (¿¿o)~(:e). :¿: E IR»
‘40+
o
En part icuí al’, a! coi 15 derai’ pro b 1 cuí as (le Cauc! í y, ii n a aííí pIla clase de
‘:1 atos iii ¿¿ial es có 11(1 tice It a la íííi ni ni ab dad (le la fórní la de Lax—Olel iii k
Corolario 4.87 (Propiedad de minimalidad)
Sea. ao E £A( ín? ) ¿,‘ u E CI~4( IR» x JO, T [), 1 < +oc. tina s¿ípeesoíacíóm¿
f¿m erte dc viscosidad del probící;;a
¿it — I—l(Va) = O
u(, O) = 1t0(.)
tj¿ IR? B-~, ~liL
en
lE; ¿tonces, bajo la hipótesis (4.82), se veríjica
(íí.)”(:n, mt) > UQn,t; (Qao)~)’ (.)), (¿e, 1) E IR? x]O, ~f[
Demostración.
La aci¿o (4.89) (leterlil iiia
u~(:n, 1) 2> ¿¿Qn. L; (uo)k(.)), Qn.t) E IR?’ >40. ‘14
por lo (j he toman (lo en y ¿eltas s tiper ores se ver iiica
(¿¿~)t(:e, 1) =¿¿*(3:, 1; (ao)~(.)) =¿¿Qe, mt; ((uú)~)* (.))
para to(lo (¿e, 1) E
1~N x JO. ‘T[ (jíara la din rna (lesigualda(l \‘e¿tse (~l
ti de la, Proposición 4.76). n
Observación 4.88
A la vista del resíl Itadó anterior, si a.detiias a~ ven tica (4.87), entonces
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1 títeresa ocuparse en la ti’ mía imiaxímal en el que
fuertes de viscosidad del prob 1cm a de Cauclíy{ u¿ — H(Vu) = O
u(.,O) = ?to(.)
en n{NX]oT[
las s upersol II(3(1> ties
(4.91)
estát ¿:1efi indas, es len r, 11{N x [O,T-~ [,sien do{ ‘a(¿e,t) < +00
¿¡(¿e, ‘II7~~) = +00




Teorema 4.89 (Horizonte maxinial)
Sea u0 E L4(lI{N) y FI E C(iR») verificando
D(H*) = IRN y uní sup H*(E) = +00.
ltl-*+OO
Entonces, para que el problema (4.91) admita supersoluciones fuertes
(4.9~2)
de vis-
lir>s ((ao)*)* (E) =
111* (4) para alqiin 1 > 0.
¡En tal caso, el horizonte maximal de las supersoluciones fuertes
dc (4.91) es
= 5111) { O de viscosidad(4.94)
mt FI A (E) —
Demostracion.
Dado L > O, de la relación (4.90) se sigue
(u*)*(O, mt) =¿¿(O, 1; ((ugt? (O) =((uoYY (E’) — IHYE)
P!t!~t todo E E D( 1-1 A), luego
((uo»)* (El
)
mt FPf~) < + (u~)~ (O, t_ tH*(E) si H*(E) >
cosidad, debe verificarse
(4.9~3)
NóIese que la Iii pétesis (4.92) garantiza la existejv:i a (le ~ c E) ( FIA ) cotí HA½)> o)
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11 amendo ten cíen ¡ [—+ + oc, la lii pétes i 5 (4.92) deterií í i Ti ~ c¡ tic (4.93) es 1 un a
cotícli cióí u eresaria para ¡ a ex i st en cia de s upersol í.í cititíes (le (4.9 1). o
Observación 4.90
El horizonte u;un mal T~ dehui i cío en (4.94) es azmíformmie. ~
tiaií cío T,.~ < + 00 laslenios est ti <liar el coiiip ort aí u íen to cl e las su;> ci — 4
sohi clones del prol)l cma cíe Cauchy (4.9 1) al hacer te iicíe r ¿e —~ + oc. (ion—
cretamente.
Teorema 4.91 (Comportamiento asintótico espacial)
Sea I~J E C(u{N) verija-ando (4.92) Si T~ < +oc entonces puma toda




k(t) = lxV*+>~ (T(K. — t)H* (T~ ~)O < 1 < T~
y
k +>.±<~‘tH* (rjj0~,) j
Em> partícula;, si
íim sup ((aú)*)* (E) = (496)
T~H* (E)
entomices
hm stí~í (a~ (¿e. fl = T~ — ~, ~ < < T~.
lxl-+±ooHA (Ti)
Demostracion.
Por ser a supersolt.icioii fuerte cíe viscosidad del ;>robleiíia (4.91) ent;ouircs.
del Tcoreiíía 4.71. se cled í.ia’
(a~)* (u — Et2,12) + t2HA(E) =(a~» (y— El,!) + t¿H*(E)
J
u
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para y E IRN y O < t1 =12 < T~. Tomando O < ¿ K<
= 1, 12 = — ¿ e u = E(T~ —e) llevan a
1, las eleccionés
(u*)* (O, W, —e) + (W, — ¿)H*(E) =(u4 (E(t —1— e),t) + LH*(E).
II) í vidienclo la eX¡)resic>n anterior por t H*(E) y toman cío si ¡pren>o en E E IR?
a partir <le (4.92), se cbt ¡ene





— 1 — ¿
t
1<T~—¿.
Con el cambio de variable ¿e = E(T~ — 1 — e) y haciendo tender primerc>
6 —Y O y luego ~¡—* +oc, obtenemos
40(t) =1, 0 <1 < ~.
Pc>r otra parte, de (4.90), para todo E E iR» se ven fi ca
(u~)”Qe, mt) =((uo)~Y (¿e + Et) — 1FiA(E), Qn,!) E iR» x]O. ‘4




~ «) — tH* (¿e)) E uNx]oTJ[
Divichen cío la expresioi] anterior por
(T~ — 1)14*
y toman clc> 1 ír>I i tes en an <lc> ¡ ¿n —* + cc se 01)1 i ene
e~(í) =un> sup




(un)” (‘rhl mt ¿e)
mt
CAPÍ’ruLo 4. PROF’nsDAuEs iNTFI.INSECAS.
Observación 4.92
(2uanclc FI A ~ ‘y Iioir> ogeneo con ‘y > 1, la liipc>t&~s is (4.9:3) tó ir>a la forni a
lini su ((no ft)* (E
)
íd* (E) /“¡—1 para algí~n 1>0. (4.97)
[>o~tanto, la clase cíe <latos iii icíales >to a.&Iiiiisibles viene í:lacla />OL la. t<i,la}tiúii
liii] 511;) (Qao).~» (E) A E IR,, (4 .98)
¡»ua lo,s esiales
(A~ = ir>ax{A, O>).





= (‘IF<pc, )Y— 1 j~ Lii Si! 1> ((tío) A Y (E
Itl—*+cc FIA(E)
entonces todas las supensó! ¿cío nesa ven ti <:aFi




En ;>a,r ien lar, par a
14(p) = R~p ¡ , p E iR? (!r> 2> 1)
las relac:ioíies (4.97), (4.98) y (4.99) ton]a!i, respectivaníente, la fóniíía




IR. u {±oc} col!
hin 51.11) (a,.» (3:, 1

















( iii — 1
‘4
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4.4. TEoREMA DE VERLFICACION.
Bajo adecuadas hipótesis, obtenemos resultados cíe cofl]paraciófl.
cret aunen te.
Proposición 4.93
Sea W E C1 (11<? >40, T[) verificando






cuando Pl —> +00. (4.100)
Entonces, sí ‘a E £SA(fl{N >40, T[) es una solución de viscosidad de
u< ~ H(Vu) IR» x]O,T[
Ii ni sup (u’Qn, mt) — W(:e, t)) =0, ¿e E IR?
¿-4(5+
liii> s>IP u~(3:, t
)
¡5$*+cO w(¿e, 1) < 1, 1 EIO, T[, (4.10;)
<3:,!) =&Qn, 1) < W(¿e, mt), (¿e, 1) E IR» x]O, T[.
Deniostraci on.
Como t¿~ E SCS(ll<? x [O,T
y (4. 101) i mpl i can que
— ¿]) para todo c 2> 0, las condiciones (4.
100)
sup (u* — j4/C) < +00,
iRN x[0,T—c3
<i <>1]
H/~(¿e,!) = W(¿e, mt) + ct.
Si existiera (4:, 1) E n<? x]O, 1 —e] tal c;ue
(u — WC)Qe.1) < (y? — WC)QA,i), (¿e,!) E >< [0,1 — e],





¿¿~ (u:,!) — u*(:e, 1) =Wt(3:, 1) — WC(í 1)
C1u’í1’ULo 4. Pi~or’i E[)AI)ES INTII INSEO AS.122
= (Wqj(a:, t)(t — 1) + VW’Q<mt) . (:e —4:) + o(¡¿e — :t¡ + ¡mt — i¡)
y nor tanto J(S714/~(4:, h~ (Wc)¿Qn, 1)) E D±u*Q2,1)
lo c¡ í.ie c:onclii ce a la :ou teart i cciciii
O < ¿ + [W<Q<1) — H~WQ2:, 1))] = ( WS),QÉ,í) FI(VW»4:.t)) < u. U
(i’c.nsecs.íeiíteníente. el slLpre!no cíe u~ — o bien se alcanza cuando ¡
+oc o en mt = O. otro en ambos casos es no jícisítí yo, eiitc>iices
sup (a~ — lI/~) =O.
ff{N qoír—sI
De esta. forma
(u” — WC)Qn, mt) =O, Qn, mt) E >< [o,tp —
cíe donde se sígmie el iesi.iltado bac:íe!]dó tender ¿ —Y O. o
A contíminacion vaencis a utilizar el resultado anterior para hacer iii, estudio
de la iii icidad de sc>liiciónes ei> pItl1)l<.:lnas cíe Caucl]y gobernados por hamil— jto¡iiaiíos convexc>s mitilizanclo ;Mu-a clIc> teclmicas ¡>i’opi¿ts de la con vol ti> ióii
st a-! í ciarcl
Teorema 4.94 (Unicidad)
Bajo el supuesto T~
0 < +00 .sea JI IR? —> ¡It una función co ntm mía a q
convexa con la propiedad (4.92) y un E £A(fftN) verificando (4.93). (4.96) u
(uo )* )~ Qn) = (uo)* (¿e). ¿e E IR?. (‘1.102)
Sí la función de 1a:m:—Oleínik asociada a JiA q (¿¿~)~, es dccii
¿¿(3:.!; (a0)».)) = sup {(ao)Yu) — ¡Ji
t (¿1 t) }
x— ¿1)(Ji’)
es-ana solución de viscosidad locaLmente lipsehítziamia del proble ¡tía de ($aachy
-a¿ — Ji(Vu) = O cii
11~N x]O, Tcc[ (4.1 (>3){ a(., 0) = uo() en
en/onces es-, de imecho, la áníea.
J
4.4. TEO¡ EMA DE VErn FICACION
Demostrau on.
Se~ u E £A(Ii{N x]O, TÁ) una solución fuerte cíe viscosidad (le (4.103).
El Corolario 4.87 y la propiedad (4.102) cletermi n an
¿¿(¿e,!; (uo)*(.)) =(u~7(¿e, tji, Qn,!) E IR» >< [O,9?>.
12:3
por lo que basta mostrar la desigualdad :ontraiia.
tiene
Por el Teore¡r>a 4.91
1i1]1 sup (¿.¿*)“ (¿e,mt) —
IxI-4+co 11* (Tj ~
)
Con si clereenos a ccní ti nuachin la familia cte <latos liii ciales
il
— ; -a0(
1-; ji) +—, ¿rEu
clise verifican Ug,,, E C( jpN ji y
uo,~Qe) 2> -uo Qe), ¿e E ff<N u E IN.
Además, nuevamente por el Teorei]1a 4.91 . se tiene
uo,,Ijn)
liii] sup ~,, \ = 9? —
___ Co
1




¿—¡(¿e,!; -a0,~(.ji) = sil;)
y ~w— ¿ fl (Ii *)
{ uo,,~(y) ~tJiA










C,\I’í’ruLO 4. Pnoi’iEnA¡>ES INTRINSECAS.
Coino U ( , ; a0,,, ( . ji) es lo cal ir> ente Ii pschi tzíana. la convol ii clon s ta¡ í ci aid
= U * Qe, ¿ 2> 0
x’eri Lea
= Ji(SZU (. ; aí,,,,(ji)) * Qe.
Así, la desigualdad de .Iem¿.sen lleva a
(~tX (a:.!) 2> Ji(N7U~(¿e. U)~ (¿e, 1) E itt X16~
F




5(~ ob ti en e c;íí e para- cacía o’ > O
(a)\3: mt) < (1 + a)tL Qn,!; un,,»)), ¿e[ >~ 1
La dlependlel]cia nionotoimona cíe la fundáis de Lax—(~)Iei ni k ¡‘especto cíe la
evol,.íc tén te!r>i oral y sí comp ort aíníesí tó así>> té tico cleteni> a¡> la exis ten~ i a
cíe 3 = 3(u; JiA (u,>)”) con
en 3(a; -H~ (u,,) A) = o
a-dO
taí d; tie
(1 + a)U~(3:, mt; uo,».)) =U~Qe, 1 + 3; ‘00¿()) + 3!
para Le! >~ 1 y O < t < 9?>. 1 — 6. Así, 1 os argí.imci> tos en> 1)1 ca-cíos en
‘A
p i o ch it cle 1 a P ro osi ci¿u 4. 93 comí cl nccii a
(u*)*(:e, mt) =¿¿,»e, ¿ + 3; no,,»)) + 3!, (a:.!) e x 00 {
-mm
Haciendo o’ —Y O, s —Y O y -mt —Y +00 concluimos cl TOSlIltadIo. o
Observación 4.95
Arguí sí entos de (lOilip aracion u til ízar> dc> la coí> vol uciáíí st a-u claid 1> ~ti> S~ (1(1,


















4.4. TEOREMA DE VERIF!CACION.
ir> o caso part ico lar del anterí or, consicleremc>s el p rol)lema
— R¡Vu¡~ = O{ -a(., O) = -tí0(•) enen
125
(4.104)
loncle It> O y ni> 1.
Corolario 4.96
Sí -u,, E £A(lR»ji verifica (4.102) y
e ¡¡ir> si.ip uo(z
)
____ >0
emttonee.s la fór-ní-tíla de Lax—mt1)leinik
vCiRN
¿¿(3;,!; (uoji*(.)) ir sup (uo)*(y) — (un — 1) (¡¿e_—
para (:e, tji E IRN x [O,T>.[, donde ( Ir> — 1
e
1 ) 1”—
y moporcion a el candidato a la -ániea solución fuerte de viscosidad <leí
(4.104).
Observación 4.97
En el CorcWario 9.34 probaremos que, en las condiciones ai]teriores, la
fsi n ci¿n ti ( :n , 1; (-a0)* ( ) ) vit a sc.r la u nica solución fuerte (le vi scosicl~tcl cte
(4.104).
En algtii> cs casos, en a>.> cío ¡it fmición cíe L ax—O leinik es sol lid ¿u, el?á es
lo(:alniente 1 ipsch i tZJaT> a. Concretamente, n]c)straT]1os un resultado Ir> a~ ge—
iseral
Teorema 4.98
Sea H E C(IRN) con la propiedad
H(rp





pa-ra O < ¡p¡ =1 (4.107)
126 CAPÍTU LO 4. Pnor’ípúwx DES !N’i’RiNS ECAS.
y u E £IA(fl{N >40 ~¡j) una .s’olueion de viscosidad de
-u< — FI (Vn) =O cm; IR? x]O, ni
Demostracion.
Sea O un abierto acotado de 11~N x ] O, T[A partir de un ele>nento ar
traric, (y, .s) E O detm,iimr>os la funcion
(1)(:e, mt) 1 tí~(x, 1) + LA:;: — ~~¡2+ (! — sji’>, (3:. mt) E (9
si en ( lo 1.4 2> 0. l’or lii pétes is, existe (4:, t) E O tal cj 1.!e
(x, t) E O
CIara-T mm en te, (4:, 1) ~ DO p T mes, en otro caso, se llega-ría- a la cont~‘;scíi cciO T
2> u44:.l) 2
>
l>oí’ <>1: Tít PaI’t:c¼si (:1
timin 4?(3:, 1).
(x, 1) C<)
1) # (y, .s ji entcn s :es. c:i e la- reí ación
-a4m. 1) + L-ja: — u¡
2 + (1 — )2 =it~(x’, -1) + L\/¡4: — ¿~¡2 + (1— s)2
se 01) ien e










— \/¡x’ — uH + (/—
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oI>tencmos, toenancle> í~ >~ 1, iii>a con trací icci on (:0u (4. 107). j~
¿e = -y se verifica
ujy, .s) =~it*(y, -1) + LI-E — .s¡ 2
>
ii~íii_ -aj:n, 1) + U» — .s¡.
(x,¿ ) E O
[‘ortaTito, al hacer tender L —Y +00 se obtiene
U»— s¡ —Y O siL—>+&e~V—.sI—*OsiL—>+cc.
[)e eSta forn a, si 1 ~ s eiitonces, para todo (pi , p~ ) E D -a~ (y, s) se ten cina
-a~(u, s) =-a4y,lji + LV— si =a~(y,s) + p2(t— s) + o(¡E— s¶) + U! — sI
2> -sr.(y,s) + (U — 1)21)1— s[ + o(j1— sj).
Pc>r tal] to, Ii acíen cío tencler 14 + 00 en la ex p res i cn
— <O
c>b ten <Iríaíi-m c>s u n a ccntHsALl i cci¿u . Con secoer T teur> ente, (4:,!) = (y, ‘s) y,
tantc>,
pc>r
u»y, s) — -mz~Qr, ¡ji =Lij¿e — y12 + (y
de cl cm cíe se concluye el resuItado.
4Nótese que se tiene lii acotación
I?/X1




VI~ — VI2 + (E — .s)2
2
2
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Observación 4.99 2
M ecliai í te argo TU en tos cíe la 1’ rograenacmn L) i n áir> í ca Ti> c)strareenos . ni a5
a ?‘Qt:t’s íixtti1t ~ . ; ‘? * H asc~i ada a ~‘~ 2
problema (4.10:3).
ItT> paT’t;icTilaL’. aplicaTldc> el resultado anterior a la f¿i’ímíula de Lax—Oleini k 2asc> ciacía al clii al <o sí vex o clel hall] ItoTi amic>
li(p) = l{¡p¡”’, p E IR?’ (en > 1. R. > O)
y a la en vísel ta sim perior cíe iii> ciato inicial “o E CA( IR? ji verifieaií lo 2
y ((-¿‘o)~) * = (s’o)” es> IR? 2
t ir íini sup ((tío)~)* (:e) E IR. 2
IxI—++c~o
ól it OTI Oil mOS (]i,i O
siendc> ~>t(., .; (-u¿(.)) E WT~4ili x]O, T[ji J
= R>k~> ( ~1)
Po>’ taiit;o, coTiic> a- pu-Ti T’ cíe la Pm’oposición 4.76 se signe
se ti UTI e Ti í 5 e/ecLo tegala -m ‘izanle. o
24.4.1 Caso H(p) = R¡fl, p E IRN (R > O, ni > 1).
[)e tocía la prob leTr>at i ca geTíeral estamos especi almímente interesaclc>s en el 2es tucli o de las s mp eí’sc> lí¡c: ion es cíe 1 a oc:u ac5011
-a, — R¡ Vn” = O en x ] O, 9? [ (4. lOS) 2
con It 2> 0 y en = 1. A TlTiqTie los r.s TItados lían siclo prc>bados para líaToil—
toiíiamc,s i>>as geTieTales. pol’TTICLsc>Lizaenos éstos para miii usc> pcsteríc>r en las 2esti ~>iacioiiesdel ‘graclieTito’. CoTneTízaTr>os con el caso ir> >
La ex;:iresioTi c[Tie ÉoTTla el íeorc~mn cíe Verificación cuitríclo el lsaníiltc>niano
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Teorema 4.100 (Verificación)
Sea -a E £IA(fftNx]O,T[ji, 9? =+00, una solución de
u5 =RJVaJ’” en fftN x]O, T[ (m > 1) (4.109)
donde It > 0. Entonces, para cada t0 EJO, T[, se tiene
a Qn,!) =u~(¿e, 1) =tí~(y, to) — (n] — 1) (4.110)
pa-ra todo ¿e, y E fftN y t E [!~,T[. En particular,
-¿¿(¿e,!) = -a4n, 1) 2> sup { ady, O~) — — 1) ( Lr~~Im) } (4.111)
pa-ra todo ¿e E itt y 1 E]O, T[. n
Observación 4.101




2. De (4. 110) se deduce la nionoton ía creciente de u~ cii la variable 1
u4e, !íji =u~Qn, mt2), :¿: E IR», O < Li =mt2 T. (4.112)
:3. La funcion
¿¿(3:,!; u~(.; ‘¿‘*)) sup {-ao(u;u*) — (un — ¡ji ([n~uL1<~}
se corresponde (:on la jormala de La:r—Oleínik asocí ada al cc>nj migáclo
del Ii aTmltoniaTio Ji(p) = R¡pf n~ y al dato inicial u0(. ; u~). Nótese c¡uepura cada mt > O la función ¿¿(¿e, 1; u0( . ; u~) ji <:oi ncide con la ni, /e—sup—
(:0n vc> lii oid> Ti deI dato iii í ci al a» ( . -it, ji relativa al expo Ti en te un 2> 1 gara
la elección
k=(in— ~(RL1, ) tn —1
CAP ITII LO 4. PRO1’ [EDADES ¡ NT U! NS ECA 5
(véase la Dell Ti> cién 4. :36). 15 Recordeun os tan> ¡1) ién que las propled acles
cíe la- u>, k—smíí> convol ii ción muestraT] q no la ful] ci él] U es 1 c>cal T n ente
lií>schitziana para mt > 0. o
Observación 4.102
Si -a E £IA(ff~ N >40, ‘F[), T < +oc, es solución cíe (‘1.109) eiat;on:es pata





) — 3:J~> ¿e E IR?,
2
=/<1, 2
cl e clo1] <1e se dI eclu ce
< Hin mf a4n. t
n—I
AdlOii]ii5. la coticlicion (4.110) ini plica
hm-ii si~iíi a~(:e. 1
Ixl—*+>. ¡¿e¡WCT
=(un — mt)) E,
[)e(4. 110) se si gmíen algo u as reí aci cníes en tm’e la tmaza i ni cial y el Licw i zonte.
(joflcT’etamente. para cada 3 > 0, se verili ca
t (¿e, 0± < -u40, ‘1-’ — 3) + (u->.— 1) (It>.r>”(? — 3)
[¿e~
Y
fi acemos ten cíen ¡:e¡ ——Y + oc y 1 uegc 3 —Y O obteneTi tos:
Teorema 4.103 (Comportamiento de la traza ¡Tilcial CTI el infinito)
Sapo nqamos la condición
lii-ii mf FI(pji
_______ 2> l—~
IpI—*+ct p¡ un —
(It >0, mr>> 1)
NÓ tese q ííe la relación (4. 111) clete rinin a la acotac ióíí cre la fu ¡iciósí
(¿e, t-) e n{~ jO, T[ en los que u(x, 1) < +Co.




















4.4. TEOREMA DE VERIFICACION. 1:31
y seaT < +oc.Si u E £IÁ(IRNX]O,T[ji resuelve
u1 =FI(Vu) en lltNx]OT[
(?2tO?t(e.3
liití sup =(tu —— . o
It;1-’
El resultado anterícr es muy importante en el estuclic de la ecuación
u
5 =H(Vu) Cl] RNX]O,T[ (4.115)
(~lc>ncle el haníiltonianc 11 verifica 1’ condieién (4.11:3). Si denotamos pc>r
ti iim sup <‘4ú’~) E ll{U {±oc}, (4.116)
xI—*±cc ¿e¡m1
se sigue la desigualdad
~ < (ni 1) (ft’I119?) ITA—A (4.117)
Por tantct una eoi]dliciol] necesaria para íiie la inecuacién (4. 115) adulta
soluciones es cine t E IR U { —oc>. En el rv reina 5.2 prctaremcs que esta
condie én es de 1]ech o n cee s ria y suficiente.
A ]a- vista de (4.117), en la banda ma3:imal ~{N x [O,T>.[ en la que laS
soluciones están definidas, pueden presentarse dos casos:
1. t < 0 ~ T no esta acotado supei’iormel]te; l1]ego, 9?>. = +00.
2.t>O 4, T< 1 1 , por lo que el prime-e instante de
— Rm~’ k 1
blow——up relativo a la ecuacién (4.115) es
í ix
It Riotm (~ ) . (4.118)
Con estos comentarics podemos mejorar las estimacicmes dadas en la Ob—
servacidil] 4.102. Concretamente, se tiene el siguiente comportamiento asín—
tótico espacial:
C4¡’f’I-IJLO 4. PfO¡’iisnÁDEs !NTRINSECAS.
Proposición 4.104




hm-mí sup 04-) — > ~
lin-i sup (u-,.)* Qn, L
)
X[-4+OO ¿e r—1 ) O < t < Te,>. (4.120)
Observación 4.105
()uandc 9?>. = + oc (es decir. É < O) la Observacién 4.102 muestra cíue
liinsíip a~Qí:, t) = o, ! >
stip nesto -a 2> 0. o
Adei mí ás se tT ene el resultado recIp ro (70 al dado en el Teorcímía 4. 1 00.
Teorema 4.106 (Caracterización de las supersoinciones (mmi >‘ 1))
Sea u E £IA(IR? x]O, T[ji, T =+oc. Enmtonees u es solación de viscosidad
de la ecuacion
<11 2> 1< V’u en (ni> 1)
sí y sólo si -tí -cerífica lo propiedad (4.110).
Demostracion.
A la vista <leí Teorema 4.100, basta demostrar s u tu plicacién recuíp roca.
Para etio, sea (pi , ~ ) e 1)— -u~ (¿e, t) con (¿n t) E x ] O. T [. Por dell mí T (tT o»
u4y. .s) 2> ut,L) + Pi (y ¿e) + p2(s — !) + o(¡y — ¿el + ¡s — t ji. (4.121)
Por ctra, parte, si s < t. la relacién (4.1-10) determina
-a~(y. s) < u~(¿n, ¡ji + (un —— 1)
( ¡~——¿» I~A
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Toenaír>os-L = 8 + /¿ e = + Pi + e
cíe (4.121) y (4.122) obtenemos
o(h ji
cjp¡ + el — 7>2 + =(ni — íji (i)WZT






(jouncj la funcién auxiliar
A ¡ c>0
e
tiene las í )Fopiedlades
y
440) = lien 44c) =
= O ‘~. Cfl>jfl = ( (n




= TU R mp2
c¡»e, FeeTí’Ipl azadlo en (4.123) concí u:e
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4.4.2 Caso H(p) = Rjp~, p c llÚ (R > 0). 2
uo el ca~~> mii 2> 1 uit sídc, t rataclo en 1 it 8 cccién i» 1 ten o r. 1] aceFi]os íd gis» (SS 2coTiientarTos 501)i’C lítS pi’Opiedíitdíes pali)- 11] -l , 1)itT’ii el <tiiW el liaTíiiItoT 1
Ji toena la forT iia
y se verilíca ?l(p) = RJp¡, P E Itt 2
Ss-mt E £IA( IBN ~ Ji*(E) = O, ~‘ E [9(W) = B~(u).
11) con T < +00. es sol 1> cién cíe
en toiíces se veni li ca: — Ni VuJ =o en a? >40. T[ 2
uQn,t)> u:Qn, 1) =a4y.!o), ¡¿n —y¡ =R(L —¡o), !o < t < 1’ (pm’opmr dad 2
dependencia).
2. uQe, ¡ji =-a,.Qr, L) 2> ¿¿Qe.!; i¿0(.~ -u,.)). (¿e, L) E IR? x [O,T[ sieudc 2
U (3:,!; -a»(; -<~.ji) = sup <(y; m¡~).
1w—ii SRL
(¿e; -mt4,
:3. ~ (¿e: <r.ji = (~to) “ e E para /,> 2> 0.
4-. (u$(¿e, mt) =U (a:,¡; (-mt,.Q, O±))*(~)) , (a:.!) E
1flN x [O,T[. 2
Aclein ás , si -a E LA (IR? x [O,>) ji es scA uci én cíe 2
{ u~ — ItJ VuI = O en Itt >40, rp~
44. 0) = -a,».) e¡í a? 2
<lomide mt,, E LA( IR» ji verihca (4.87) entomices
lito -ít( a:, mt ji = (u»)” (¿e), ¿e E IR? 2
‘40+
(u$Qn, L) =U (a:, mt; ((-a»)~)~ (‘ji), (a:, t) E IR? >c [O,TV 2
Fi u alune> ite. al i gtí~tlq tic ocurría CTS el caso ir> > 1 se tien e ía sigí, í ente cd T a( —
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Teorema 4.107 (Caracterización de las supersoluciones (mr> = 1))
Sea u E £IA(ff<? >40, T[), 9? =+oc. Entonces-a es sohteión de viscosidad
de la ecuacton
ut =R¡Vu¡ en n{NX]Orp[
sí y sólo sí para cada tú E]O, T[ se ve-mifica
u~(¿e, tji =-tí4y, Lo), ¡¿e — ql =R(! — !oji, !» < mt < 9?. (4.124)
Deniostracion.
POT’ el Teorema 4.74 es suficiente íncstrar la i T]lpI icacién cíe derecí 5 it a-
iz<1Tlierd¿t. [‘ana ello, sea (pi, p~) E [Yu~(¿n,¡ji con Qn,!) E IR? >40, T[. Por
clehni (tI01]
u4y, sji =u~Qn,!) + p’ . (y — ¿e) + p2(s — !ji + o(¡y — ¿el + ¡s — tD. (4.125)
Por otro ladó, si .s < !, la relación (4.124) determina
a~(y, s) =~r.Qe, ¡ji, ¡¿e — u! =R(t — .s). (4.126)
p’ + eTomn aIr>d>5 t = .3 + 1;. e y = ¿e + It h con h > O y e ~ —pm . Así, cíe




FI acieo cío tencl er It —Y O y e —Y O se concí II ye





















Un problema de control.
5.1 Planteamiento del problema de control.
(l3on sí cíeremnos el si sten]a dinámico






sobie el cine actúan los controles admisibles a (~) tomadioS en la clase
A = C(1R~; nÚjii
[)e esta Tnanenit, U Ti estado inicial
(X(0),Y(O)) = (¿e,-mt) E ffjN x Iii-
evoIii cío iT a, a t naves del sís teen a, de ht fonioa
(X(s), Y(s)) = (¿e + j a(a)da,! — s) E IR» x ‘11k, 8 ~ O.
A efectos pm’act¡ edN, conviene utilizar la notacién
XQsji = X(s; ¿e, <4.)) y Y(s) = Y(s; !), s 2> 0.
Lo iTlteresajite es resellar <pie los eIeTneiitos dIC Á SOTI funciones definidas en
ml. i yendo, cl esdí e Iiiego, a 1 as constantes.






Hagamos unos roírientarios i uune Ii atos:
(R±;IR?) x C>. (iR;ik±)1. (á’,T)EC
tJN PIIOBLENmA DE C<)NTI1OL
si
2. 1)epemídencia cíe..-V cmi 1 cs controles ci( . ji: íanit cadit .~ 2> 1) SC ver iii (7~
XQ3; ¿e.a1(.)) — .i’Qs; 3:, cm2(.))j = aQ) — a2(.)IILI(0s). ai(), a2(.) E A,
pc,r tamTto, la, apíi(7aciémi c4.) —±X(s; ¿e, 44.)) es IipscliitziaTiit eTí U ((1, 3).
:3. Depenciencia respecto al est ací c iíi dial: para to do a ( ji E A .~ .~ > O 50
verilica




NI7”(s:L) — ‘TQs;r) = mt — r. t-,r 2>0. o
Itefe ¡en te a la- evc liicié íí clel est ~ídIo va-ir> os a- eónsi (LI eí iii’ cl os 1; i os <le <o .s Le: 4
• ni> coste iv te-río, cladc> por
<aQs))d.s
cloncíe 1 it fu n cién £ : A ¡It se denonu n a lageanqiano. 2
• ti TI coste de fronLera de la forma
si
NI
-a» [1 (-rQn, mt. 44.)); ¿e, <4~))] 4
siencící -¿mo E SCS( IR?).
Lii anibas exj> Lesiones
-r(¿r, mt, a(.)) = iííf {.s 2> 0 (X (s; ¿e, o».)) ‘T(s ¡ji) g itt >~ R±}
de Li cta el p inici’ instante de salida cíe 1 it t ra ectcn i a (.1’. 1) <le la reg cn
x lR.~ <ji>e, (70Ti)O SO ítp mecíit. es (7<7> TIsta» te en 105 COn trol 05 Y
Luicial. bu nimestio caso. es obv
lO d~ile
iQe, !. <ji mt. -L 2> ti.
terisiníología <le la Nl (E(titIíi(7h (~:Iási:a.
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A contí ¡mu ación asociamos a cada control a( . ji E A una función coste total
./(¿e, t, 44.)) = u0 (X(t; ¿e, a())ji — j £Q-LQsjiftLs. (5.1)
En la literatura del ContFol Opt iTilO i)eterínin ista, (5.1 ji se corresponde con
el denominado criterio de tipo Ro/za qtie. parit la eleccién CoT)cFeta del la—
grangíano
£(pji = v¡p¡a, p E j1i{N (e>> ¡ji
~:c>nIi 2> 0, toma la forma
iQe, t, >ft~ji) = u~ (¿e + ¡ aQs)ds) — u a(s) tis.
Estamo os i mm teresadicis en moaxí mr> izai’ e’ criterio anterior, por lo que i ntroduci—
unos la funezon coste óptimo
3
uQn, ¡ji = sup J(¿n, t, ¿4.)), (¿e,!) E IR? x IR.F.
c.(.) CA
Uno de los objetivos básicos de la teoría (le Control es caracteFizar la función
u ~ycleterir>i iaF coiit roles épti mnos, qne son aquellos en los ci ue se realiz4 el
siTpreTr>o o, en sim clefectc, controles que realicen va-lores pro mos a éste.
LI siguiente resmm 1 tadc> establece la clase <le estados i u icíales uo admisibles
para la existencia cle la función u.
Teorema 5.2
Sea -a» E SCS(IIIN). Entonces
-aoQn
)
£ ir Ijír> sup E IR.
hl’4+~ Y (5.2)
es una condición necesaria y suficiente para la e3:ismtencia de la fanción coste
optimo u emm IR.N >40, T[ para alqun 9? > 0.
Sería ti ~aspreciso <ie~~oni i Tiaria fuII(:ion q<inancia O¡)titflit.
¡40 C.4r’ UF U Lo) 5. Ti N PRO [SLEM A 1) E o:NT <O í.
Dernostracion.
1? U ací <> ¿e E IR~ , ~<~<R> a-<7 11>11 10 ()ítl 5 TIJI (i~ T’ 01 <.1 (~ U» Ji1t]t <> <70 Ti 1 a- Ioj> Ot(15 5
(5.2) deterunii-ma-mi qííe para todo a > O existe ()~ 2> 0 tal que
‘a»(¿e + y) =(ti- + s)l:n + <»o + c~ < (ti- + ¿ji~< + uIt’ + C~, y E IR
/9+ Ti] itX { 1. 0 } . (01 iSC(t TiOUteen cii te, í?>ai%t <gad a mt 2> 0 y cad a cd’mit roldonde
<4~) E A
+ ji (¿Qs)ds) ¿¡fe a(s)~’ds
=(t~ + ¿) (íu:¡ + a(s)d.s + — vf la(s) “mIs
=(t +¿) (Leí
~,Qs)mis) O — ~> ¡ a(s) 0<18 + (t+
— (t~ + ¿ji [1;(bel + ltiQOl) <1.5] — mi / 1 a(s)l “jIs + 0<
Coí u o e>- 2> 1 s abC Tilos cjne
(ver (4.29) ji; ~tdeníás, la de.s’-ig ¿¡tildad deierí.sen iír> plica
J~ yy + a(s)~) </5] ,~i ~m/j3:J1 i~ + a(s)j <1.3.
— Jo ~
J (¿e, mt, a(.)ji =(t~ + ¿)/‘-—-~ I t (Lii. ~(.5)[Á
O -)
— u’ ¡ [a(s) ([3 + (Á
+ 6)!(tí — mi] ~
(701] lO qi,íe
a(s)¡”Js + 2”—’ (ti- + 6)I¿PV + (it>, NI
u(¿m:. ¡ji < + 6jitr 1 p
t
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Cl anam miente, el segumí <lo ni cml íro cíe esta expresión es finito si y sélcj si
(C~ +¿)/-~~1 — mí <0 ¿ >0
c. e<¡u i valem ten>e -,
!=
Pcm tanto, para tocí o :z: E IR” y O =-mt < (~) —1 existe ¿ E ] o,
u(¿e, ¡ji = 2<~” (t~ + ~jiI~!”+ (it> < +00.~
Recíprocamr>ente, si u(¿n, mt) < +00 se tendrá, por definición,
u(¿e, mt) 2> u» Cn + J»~ a(s)ds) mi Jt a(s)¡”ds
pitnit cii alq Ti ler ccnt rol a ( ji E .4. En l)articular, para tcAo y E IRN se tiene
uQe, -mt) =-ao(¿e + y!) — (5.4)
Co mí el cair> b i o <le van al) le z = ¿e + y! la ex n resio» anterior toena la fc> rio a
— ,~. oc






— ~ ([¿e +
Tomando 1 imites en la exí)Fesion ~tnteríor oI)tenehnos5
t = íiunsop -uo(zji1<”
< u¡i~O < +oc (5.5)
lc> que ni pl ica la c:on cii cién (5.2). o
“N¿”tese que la constaTRe (4 depende de 1 y en particular, (4 puede tender a infinito
cuando 1 —Y (7’) . í-eminít-ímnos al
tieTnpos grandes de ti.






(laranj,eTite: yj —Y +oc ~ LI —> +oo.
CAPíT!.mLo o. U~ 1 ‘ROEL,EM A DE CONTROL
Observación 5.3
Si la fmmmícién -a0 tiene mm coenportaTr> iento cii el imílinito de la flírena
Immn sup 110(3:) = +00
<‘4+00 a: ¡LA
en toLíces la fu nci ¿u U no est ~ TI unca <leO li da en IR?’ x IR+ . Por m tcí.
it la vista cíe! resultado a¿itei’ícn’. eíi todo lc <~ííe signe supondlT’eTii<>s Iii.
hipótesis (5.2).
2. [)e la propia definmíciémí se smgne un m’esmill;ímdlc cíe coír>paxacícm:
íími(.ji =-vo(.) ~ u(, mt) =v(., mt)
ciomí cíe u y y vieT en ci cfi ni cías a partir cíe 1 cs es tacios ini ci ~des ~ Y’ >ú
respectivamente, o
La fmi míciémí 1JQm;, . ji tiene la sigmiiente propiedad de íiioííotcnma-:
Proposición 5.4
Si u0 E SCS(ll-t) vei iih a (5.2) enton(:es. pura todo ¿e E IRN , se tiemie
-mío(a:) =uQn. .s) < uQn, mt), o < < mt c (ft) (5.6)
Bn partí (:111 ar fij indo ¿e E IR?
u(¿e, 1) < +00 t u(¿e, sji < +00, 0 < s < 1.
Demostraczon.
ni ¡miera desigual cIad 1 ~t obten citios tomo an cío el cont mo 1 a( ji (1. p ala
la segmtnda bimsta obse¡’va¿’ (Ile para tccic> í:ontí’c>l a( . ji E A se vemí fica
.I(¿e. mt. a(.)) = ¿tu (¿e ‘+‘
~j a(ajido’ +
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l’biinniclo para cadlít <¿(. ji E A el control
á(a) = a(o’jix[o,5r, o’ 2> 0
o )tenemn(I)s
,IQe, t, <4.)) = u»
— ¿¿o (¿e +






u(¿e, mt) = siii> .I(:n, mt, a(.)ji
<A (.) eA
tío (¿e + j a(o’)do’) — mi L5 a(a) “do’} = u(¿n, s).
Ccn-i el fin de progresaF en las propiedades de la función coste éptí mo
u(:n,¡) = sup{)EA { u<, (¿n+ J~ <LI~5)(L8) — ¡‘/ .¡~ a(s) Vds}
mesul Lt ni uy Viti 1 la s igule1]te camacterizací on
Teorema 5.5 (Fórmula de representación de Lax—Oleinik)
Si u» E SCS(It”ji, bajo la hipótesis (5.2) se verifica
uQm:, ¡ji = 5111)
ZEIHN
{-acdz) — l:n—zj” } (¿e,mt) E IR” x
Demostracion.
Sea (¿e, mt) E IR” >< ]o~ (ft) ~‘ [
desiq-¿¿aldad de Jensen cieternima




<t ( ) EA o
1 E (5.7)
u» (¿e + ft a(s)ds) -—- ¡it




F>c> m’ citra parte, (7c)msidieral]dI<?) }>~T’it ciidla z E IB» ccnítroies <tOii5tittjili<-25 cíe la
a. (s) 0 <«s< mt




sER ——mi ¡:e—z j” }
Observación 5.6
Los :cuí nentar i os cíe la F> arte anterior sc>b re la fmi o cion cíe Lax—(~) 1 ei Tu k
ex p res ami 1 it (:onveT m leticia cíe cí he el d~ttd> liii ití «0 5(Mt s. e. .s. ~
Corolario 5.7
La fórmula de La:n—Oleinik pa-ma un estado inwtal de la fo-¡’;mm-a
tLo(3:) = e ([l¿el — + It, ¿e E Itt
do-mm de e > O, ev 2> 1. a E IR y y E IR. viene dada por
uQn, mt) = 1? (rí~¡ — o’]4” (TI mt)<i 1—ji, (3:, mt) E IR” x [O,T[
TS (fl”->
Dernostracion.
[>ordefiíí i cién a íart ir <le (5.7) sal>emnos d¡ ue jiara cada (¿e .t ji E IR? x JO, T[
se tiene
uQm:, mt) — = sup «6; e, mt)
tETaN
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<O( mt) E IR,” tal que
cuí tc>mí ces teneir>cs garan ti zacía 1 it existencia cíe znax 2’nax ~C,




=O =«u:; ¿e, mt)
e¿itc>n ces Z>ax (u:, mt) ~ O, ~Of lo cj ue
V
96(ziirn,<Q17,mt)) = O.
om’ ot ma JI)~tít e
\‘7m14z) = e>’t ([Iz; — o’]~)~i d — z¡’”‘’ ¿e —— va
mt~—1 ¡¿e — z ~ O.
Lntcumm (:e5, para- qtme Vq
4(z) = O basta comí cine se verific
1ue
e ([¡z¡ — o’]+)”’ = ¿e Z¡ ~ [¡z¡ —mt” —
9?
t
(iecm.íéLdese la- definición <le >1’). El valor critico en el que se alcanza el ni
es
axmnio




clcncie ¡ ej = 1. [)isti ugo irnos <los casos:
1. Si ¿e ~ O se verifica
¡u: — ZI,,ax ¡ = (Ih¡ — o’]~)mt
9?-!
Con]o







Y’ ¡TI) LO 5. UN Pi{oi)B LEMA [)IE CO NT1<01.






ST [a:[ 2> o’
si j¿ej < a
[lzu,>axl— o’].i- { 9?— !~ — a)
(~7ommseco eíít eír>ente:
(a) si ¿e < o’ entonces uQe,t) =
( Li) si j¿i: 2> a se venifica
u(:e,t) — fi = /9 (~~ií ~(l¿el
si ¡¿e¡ 2> o’
si ¡¿e¡ <a.
— /99?&W () 1
¡oc”’
= ~(T~tji” (¡:n¡ — o’)c<(9? —
2. Si u: = O eiiton(7e5
= { O Lo’97-mt
y





















{ O TerT-—L si o’>Osi o’<O.
NI
‘1
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(a) si o’ 2> 0 entotíces uQn, mt) ,¡t.
(1>) si a < O se venifica
u(O)) — = e
9?”... 0
~¿~¿~~—1
T””~ (97 — mt) = ¿(—o’ ) CV (
Una primera consecuencí a que extraemos es la descniptién <leí compon—
taiiiieiito inicial.
Proposición 5.8
Sea u0 una función s . e..s. en
3:~~ E IRN vemíficando (5.2) . Entonces
hm u(:r,!) = u»Qn»ji.(x,L).4(xo,»+)
Demostracion.
Se¿t ¿e» E IRN y {Qn~, t.ji},. E IRN x IR+ tal que limo (x,~,mt,, ji = (¿ro, 0).
Por defiii i ciun. para cada u E IN. existe z,, = z~ (a:o, ¿ea, mt~) E IRN verificamí cío
aím(:eú) ¡¿e,, — :n
0
fl
< u(:n,~, t,<) =uo(z,,) — mí ¿efl —
oc—>.U
La conclicién (5.2) .~ la im:otaci n íd) cal supcric> r de u0 cleterir> i nan la existencia
de mina coI]stan te 0 > max {uoQno). O> tal que
uo(z) =(e~ + í) ¡z¡oc + O, z E iR»
L)e esta fonmr>im-, <le (5.8) se desprencie










¡¿en — z,>¡ =(¡§1 (( + ¡z,4” + C’ — uoQnúji + t) + ¿e~ (5.9)
148 CA’íTuLo U. UN PRO [SI.EM A II> E 01:0 NT ¡joDí,.
Comi seco el]tenl el] te,
¡ zfl¡ = ¿e,> — sfl¡ + ¡3~A — :nm~¡ + ¡:m:o¡
a
+ ~n —
it >. 1 <le fo¡’~¿íit chiTe
— .Lo¡ < 1
y (701]5 (?lereinos la- fun cic>n
y mt,, < (2jí+ ~
)
(;‘ — u0 Qe») +
Ú-Y+t
si
—1—— [u:o¡. r 2> 0
d¡iie tiene las siguientes pro¡>ieclades:
1. y E Ci([O +oc[). =(O)< O y liní u(r) =
r’4+>.
2. <(z’) > 0, r 2> 0. En efecto. basta tem]er euí unen ta. qm
<>2
=1(r)= ¡ — trÚ — (+ (y.” + — ao(:eo) + ~\ 0—1(9+ +1 ,j +1) -m’ 2> 0.
De esta foren a, 1 c>s resu Itacíos ant cric>res niuest ran 1 it cl¿~5 igí ial <1 itd
q(¡z,AI) =ii), u >2> 1
di, ecjuí vitlentenic,m te,
¡z~¡ =g>(O), o» 1
dpi e junto cOTi la reí ación (5.9) hace <líe wtní¡ it >~ 1 se tenga
(7 — ‘¿¿o(¿nú(<~“T (O))” + ~ + 11 +1)
+ .e,A — <0 <)
Iímn Z,, liii] ¿n,, = ¿e»




+ i) IZ?A AV + ~ -st,, Qe») + í)
st









( ~“— m ¡
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!:>Iíes basta. observar que en el n~ icmubro dei’echo cíe la desígimalciad ami tenor
al) a~cwe el 1> rc>cl ti (7t O (Ile iii]it Sil cesio!] acd>titd a d)I~ otra cí míe tiende a m:e T’d>. De
esta forma, comno u0 es s.c.s. en el pui]to ¿n0, cíe la expresiéi] (5.8) se dedlj(:e
-aú(:eúji =hm ¡nf uQn~, 1,3 =lini SUp uQn~, mt,A)
< liTl] síu) ucm(z,A) — ¡¿CIA —Zn¡ —‘~ =limii sup aú(z,Aji uú(¿eú),
9t’4+OO ¡ ~t-t— ~ + nl ‘<—~ +>. =lA
esdie(:ir
limo u(¿e,<, mt,, ji = -a»(u:o).
+
Observación 5.9
A la y ist~t del resultacio ~tnteríc>rpociemos ‘aclarar cc>mr>o se ciescní be, el
comportamiento im]icial. F’ara cada uo E £SA(IRN) se tiene
u(:e,O±) liii S113) u(y, mt) = (uo)*(¿e) 2> uoQ¡:), ¿u: E IRN
(y,¿)’4(x,0+)
Estos (70 TUcnt arios seran unuy titiles al itbor lar í ro1-ml cmit5 (le Cití uchy. E mí
~>arti cuí ar, cu ancí c dos costes ir> i ci ales u0 y v<, son iguales en el sen ti do
seir> i m:ontí nucP entc>n ces ambas dell nen la misma fi m nciomi coste optímnc> u que
cd>i o ci de <:on 1 it fórmula <le Lax—() 1cini k asociada al clii al convexo del 1] ami
ton iant> y al clatc> iii i cial (-a» ji *
Esta clescri p cién del ciato iui cial es conipat ible cc>ii la caractem’i zacié n
(>1 ,te¿i ida en el Corolario 5.7, í>uies allí, el (lato Iii icíal era imna función continua.
A efectos prácticos, se ven hca la siguiente propiedad:
Lema 5.10
Sí u0 E £SA(IR”) vc-m’ifiea (5.2) entonces (uú)* E SCS(IR”ji tambióm¿’sa-
tísfuce (5.2).
Ijecuerdese <mime:
f = y cm’ s s. ~ = y”.
si
u’
150 C¿x p IT!>. i~o 5. uN ¡‘RO ULEMA U E CO NT ROL NI
Demostracion. ml
Pc>r definicion. daclc> ¿ > 1) existe C~ > O tal que
-a»Qe) < (ti- + ¿)¡¿e¡” + (it, ¿e e
(iomno la fun cmciii ti(:t) ir (ti- + ¿)l:n!” + (Q, :m: E IR? 4
es conti mi uit em m tc>n ces, de la piopía clelinicién , se sigue
4(uo)~ (¿e ji =-m~(¿m: ji. ¿e E 1121N
cc>TI clii venclcse el mes uIt aclo. o si
Sea 1>. E IR±U {+oc } el mayor mm istan te venilica Ti do
u(¿e, mt) < +00, (¿e, L) e IHN >< [O,~ [. u’
El s igí i emite resnltad c ii os permite cieterm iiiaí’ ex ~ccl;aenei m te el vitIdin cíe 9?
dpie mi n ci ch con 9? y ya ‘a leí antaen os’ en el Com’c>l itní <-> Y> .7. 4
Proposición 5.11 <a piopíedad <5.2) .5-e veija a 4
Fa ea un coste inicial u<, E SCS(IRN ¡ -
Too=4$. 4
Demostracion.
Por (.5.3), es claro qíie 1
a
~>.=
Para un ostrar la cies ¡gilaLiad en sentido con t rarí ci cli st 1 gií irnos cldís (ti>5(is
Si 9?>. ‘c~ + 00 (mt. (9 2> 0) en ton(7e5 para tci cl ci a 2> 0 se verili ca 4
u(:e, 97>. — ¿ji <+00. 4
Pcír tanto, (5.5) lleva a
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¿?ld~ cl 01]de
¡ mi¶F>.=¿+ YF)
por lo que, haciendo tender ¿ —Y 0, obtenemos
¡¿uN n—í
9?<I—I





Flaciencící tender mt —Y +00 se concluye E =0. E,
Observación 5.12
[)e 1 it caracter í zacm01] aim ten oí’ se cies í ren cíe: 9?>. c + 00 ~ /9 2> 0
2. Como u(¿e, ¡ji < +oc, Qe, mt) E IR? x [O,T>.[ ~ ~p~Nx [0,T>.[ es la banda
niaxmínal cíe definición (le u, en el caso en cilio 97>. < +00 al mnenos
existirá uii punto 3:» E ~{N tal címie
u(¿eo, 9?>.) = +00.
[‘cmesta- razon , 9?>. se dienomína primer instante de blow—up. o
Ou aí mcl o el datcí iíí ci al tic míe un adecuado creci>ii íento, el instante de tío a,—
-mtp 97>. es’ -umí-ifommve como 1cm mnuestra el sígtnente resultadcm:
Proposición 5.13
Sea -a» E SCS(IR?ji verificando (5.2) y
— o’1]~)” + pj =uo(¿eji =e([¡~¡ — o’2]±)”’+ ¡¿~ :n E
4
CAmÍTULo 5. U’N I-’l?(i)B1~EMA Ii)E CONFI<OI~.




Por el Corolario 5.7 sal>etr>c>s que las fmi o ciones
mm#~’>(¿n, -mt) 1 /9
+ /tm =u(¿e. mt)
+ /~2~
¿=1,2
se com’resí~momíden (7011 la férunula de Lax——Oleinik para lcs datos iniciales
De esta forma,
za<i’>(u:. t) + ¡tm = u(u:.mt) = ~~/2>Qe, mt) + U2
97”)
97>.-—!
[([¡¿el— <i2]+) (9711 ) oc
+ Pi ~ -¿¿(¿n, mt)
+ /‘2.
Cc>tisecu eT mt cío en te,
[([¡¿el o’~]<” 97<~”í + Vi (9?>. — mtyi =-u-Qe. ¡)(97>. — Lfli
(9 ([¡x¡ — o’2]±) 9?c)r—i + /t2 (9700 — mt)
Observación 5.14
Obv aimmente. cmi las cciiidi ci om íeS itt] ten dires se veni fi ca.
o
lii >.~ u(¿e, mt
)
IXI’4+>. ¡:n¡”














5.1. PLANTEAMIENTo t)EL PROBLEMA DE CONTROL. 15:3
¿T~”‘m ([¡x¡ — o’i]±)” < limo iifuQn, !)(97>. — t)Ú—tm =hm sup u(x,
¿‘4To0 t’4To0
mt)(97>. — mt)oci
<f977~~ ([¡xl — x#O{ ¿e E IR”
y




Cnitndo o’m 2> 0 se tiene
lin] u(¿e, mt) = +oc, ¿e E IR”\B6< (0)
¿ —*T
siendo 97>. -uniforme en hO \B~, (0). Además, parit el caso
-aú(¿e) = /9[¿u:¡”, ¿n E IR”
(7-On ev 2> 1, 1 a fmi T] cié n coste ój> tlino
u(¿e, mt) = /9¡¿n¡” (rjji”’>. ) —i
particular
vemifica { lien u(¿u:, !)(9?>. — !fl1 = /9970—1 ¡¿n¡>,¿~T
00
u(O,!) = 0. 0<! <97>..
¿e # o
En el Teoremo a 10.6 mostraremos cine, (le hecho, se verifica
u(0,t) = { +00, 0<mt<9?>.
2. Si o’m < O eímtonces
hm uQn,t) = +00, ¿e E IR”
t-~ T_
[JO! lo que 9?>. es globalmente -uniforme en tocho IR”. >3
Seguid amnente veamnos cdmnio la evolución del coste ópti RIO preservít 1 a ccn—
vexicl=mcl.
154 CApÍ’ruLo 5. UN PROBLEMA [)E CONTROL.
Proposición 5.15
Si a» es commnc¿na- cm> aIg-mm co míjmmmíto con ve. o Q c hRN entoimees naea cada
mt E [0,97>.[ la fmtmu:iómm pam’cial u(. rL) !? —Y IR es tan> bi¿mm conve:ea.
Demostracion.
Eim e fect;cm, al ser ¿10 un a fu ¡ciémi convexa en U se ven fica
¿t,m(A¿e + (1 — >4v) =Aa»(¿e) + (1 —— A)a»(y), ¿n.y E U, O < A < 1
De esta f<mniíia, ¡mara cada a(.) e A, mt > O y O =A < 1
./(A3: + (1 — A)y, mt, <ji) = u» (A¿e + (1 A)y + J a(s)ds) — mi
= ~~-»(A [¿e+
=Aa,, (~ + ¡ a, (.s)ds) + (1 — A) mt» (u +
Í a (y ji d.j + (1 — A) + ]ja (s)dsj ) — mi¡j ¡a(s) 1<15¡ (s)ds) —— mí a(s) <1
= A [-~~»+
a( s)ds) >-/jt
<¿(‘3 ji ¡ </.3J
— A) [a» (u + .¡ a(s)Js) — míj [a(s)
= A/Qe, mt, a(.)ji + (1 — AjiJ(y. mt, a(.fl, ¿e, u E U.
Es cleci r, .1 ( . , L.a ( . ji ji es tamo bi ¿u tina- función convexit. lo <lije
coi-m(:1>1 r cl mme p ama ca cla mt 2> 0 y O < A < 1 se ten Oa
si
iidms peir> te
u(A¿m: + (1 — A)¿í, mt) = sup .](Aa: + (1 — A)m1, mt, <4.))
,t ( -) ~A
< s~>.í> {AJ Qe, -mt. <4.)) + (h — A$]Qq. mt. <4))
a(.) EA
< A sup JQn. mt. <4.)) + (h — A) sup .J(u. ¡, <4.))
= Au(x, mt) + (1 — A)u(y, mt). ¿e, y E U. ~
Pc,m tanto, sí el <latí> inicial u» es convexo, la- ftmnción u(. <mt) es tamíml:’íemm
comí vexa- para cada mt E [0.9700[,lo que 1-mace cíue sea dos veces cli fenenciable en




















5.1. PLANTEAMiENTO DEL PROBLEMA DE CONTROL. 15~5
Veamr>os cj oc, de hecho, la férenul a cíe representación íiermnite abordar as-
pectos geounetricos’ para cIatos íniciitles generales para los cjue se verifica un
e/u:Lo rcq-ala-mízante del tij>o anterior. En mart i cmii ar se ( lcd uce q tme la fo uci¿n
u es se-mmnconvexa (consúl tese la Subsección 4.2. h ji.
Proposición 5.16
Si uú E SCS(ff{”) verifica (5.2) entonces, para todo (¿e, mt) e
existe una constante A = A (ev, u, ¿e, mío) =O de forma. que
A
mt) =— para todo x E hR con ¡x¡ = 1.
Demostracion.




(véase la Proposición 5.11). De esta forma, la hipótesis
existencia cte (~ 2> 0 tal que
(5.2) determir]a ht
tíi,(z) =(t”‘ + ~jiuA”+ 0<, z E [RN





-½~(z;¿e,!) ir (t” + e)¡z¡” + ~ — ¿nl
”
¡oc —1
(71 anam eiite -¿/~ (. ; ¿e, ¡ji E C( IR» ji y
hini -V’dz; ¿e, ¡ji =
<‘4+>.
(5.12)
NI as preV7isamflen te,
xi) ((É~m~ + ~ mtcií) lzl” si lzl —* +c’o.
CÁ¡’íTu¡,o 5. UN 1-’ RO B LEMA [)E CON‘Y’ ¡(O L
(1~onse(7uem mt en] ente, (5. 11) y (5.12) lun pl cali la exis te Li cia cíe ~» 2> 0 y al cí míe si
() < 5 < ~» entonces
u(¿e, mt) = 5111)
zEBí (e)
7
{ u»(z) —. u ¡~¡ } , (¿e, mt) E IR? >40,97<4.
í tan tcm, clitdlcm u E IN existe z,, = z~Qn, mt, mí, e>:, 3) E B±(:e)tal que
11(3:,!) =-ao(z~) — ¡S,, — m
:
-mt” — -mv
— u E IN. existirá:» E B(5 siy luí-mi¡ stmlmsu(7esión <le {ZtA Yn (cíne7
segiii mios dlei]otiuulo ISlA >~~) t~t1 q líe
lin~ zm>.
7A ‘4+>.
Sea ahí OTit y E IR?’ con ¡ y¡ = 1 y It 2> 0. Entomi ces se verifica
u(¿e + Imy, mt) — 2n(¿e, mt) + u(¿e — ¿e —l¿~-, -mt) =(-aO(zíAji
—(2-a.» (za) 2v:~~_—
-mt”—1
+ 4) + (it>~(z~~) — ¿e + I’-x CV
mt”—tm )
— mi [¡z,, — ¿e — itx[> — 2[z,, — ¿e[~ + ¡z~ — ¿e + hx¡fl
mt-A,— 1
I’Iacieimdo tender u —Y +oc en la expí’esíon amitenicmr se obtici-me
u(y: + h~-, mt) — 2uQe, ¡ji + 11(3: — hA’, mt)
mí
~ [‘fi(lv su, ¿e) — 2k(O; s». ¿e) + ¿(—it; so-e)]
siemiclcm
z», ¿e) Si> — ¿e — kxk, A: E IR.
‘leni cmi cío em m cocíita






















1575.1. PLANTEAMIENTo DEL PROBLEMA DE CONTROL.
¡ ~“(0; z», :m:)¡ = a(ev —— h)¡zú —
se verifica
5,
uQm: + lix,tm) — 2u(¿e,!) + uQv — lix,!) 2>
~:>.(c~”~o; zú, ¿e) +
— ~~j+i(e>¡cx — 1)¡zo
¡íev(ev — 1) o(h2)”~
3o—2 + h2)
3:¡<Y~




ha pntmebit anterícmr liemos obtenido
u(¿e + 1i~, mt) —.- 2uQn, mt) + uQn — />-x, ~)> — (vev(a—i
)
+ o( 1=1,2 ) 1-¡0—1
Lstcm í:merír>ite cletemioluar A en ahgunos casos concretos:
si e>- = 2 entonces A = 2v.
2. si ev 2> 2 haciem-m do tender 5 —Y O se ol>t iene A = O, pcmr 1cm díue ha fmi ¡ición
e.s convexa. E,
La 1 Ips ch itzían i clací 1 cmcal cíe las fu n cion es convexas (ver [Au 1] o [Au2] ji
permite (:01> chur el siguiente efecto regulan zante.
Corohario 5.18
Si u» E SCS(hR») vemilica (5.2) entonces la función u(., mt) E Wt(lR»)
pitrit cada O < mt < 97>.. Además, u(.,!) es chos veces dlifereTí ciable en CitSI tmdo





es ccmíivexíí se veriL :a qtie
¡ ¿e ¡2
mt oc




:m: —Y uQn, mt) + o
4
4
CAPÍTULo 5. 4UN Í’HOi)ELEN’LA ¡9ff O:()N’i’ItoúL.
Observación 5.19
Ccmmr>o se ve, ¡mo se reclulere la lo pótesis ‘~‘0 E SCS ( IR” ji para la de ¡inici omm
í tenior’ cíe u ( A) en 1k. Lii :ual qmíier c~tso, si cd> LiS i cíe ra-mimos la mt-i’az(m im m íeímm 1
u»(.;u) ir Hm u(.,t)
‘4»+
cíe la c:on ti n ijicí ini ‘iii ten dm6 cíe u( .t) (í~>or ser ecu> vexa) y cíe la mcl a-ci óm
4
4
a»Qnji < u(:e. mt), mt =0 4
vei- (5.6)) se sigile que tít suc:esión {u(.. mt) >~ es mmc> clecm’eciente. por ldm (~Tle se
t íe¡m cmi las propíed acles
-uY(.; u) E SCS(llt”) y -a» Qe) =-a»(:e; u) =u~Qc,0+), ¿e E IR».
Por tantcm, por ¡a Observación 5.U.se t ienc
u0 (u: ji < -a’’ Qn; u) =u4u:, 0+) = (-a») * (¿e), ¿e E [<<Nl
Sin cío1)argo, sah yo que tío E SCS (IR”), no ~odemo c>s cOli cíim ir lii- igl ma 1(1 u ml
u
0 Qe; u) = u~ (:n , 0+) = ¿mm, (¿e). e E IR?
y. cd> Li seciLcí m teni emite, la noii ti n mmi dad cíe u ( L ji en mt = O ( vease la m~leir> cmst ra(7 iO iT
de la Proposiciómí 4.37).
Observación 5.20
Ouancío un = 1, la fé rmniila de Lax—( )1 ei mmi k ascm ciímA a ah clii al (7cmvc,xo cíe
l’l(p) = Il¡p¡, p E (It> 0)
y al clítto it>. i ciíd (-a» ji viene cl ada por
u(¿r, mt) = sup{(aíí)*Qe — $1) Kl =R~, u: E Itt, mt 2> (-1.
Nétese cjm.ie U no tiene, en gemieral, la regiííamidadl antem’iom (véase el mimoclelc
cíe la 11 amr> a estu cli acto en el ( a í itt>.lo :3).
El resu Itaclo de la P ropos i cióií 5.16 p uccie gemíera-li ziuse al (títSO de in u-













5.2. Eo:;uACmoSN DE LA PROGRAMACIÓN DINÁMIo::A.
Proposición 5.21
En las condiciones del Teorema 4.94, sí ademas
71* E (i2(ff{~)
entommces, la fórmula de Laz—Oleinile
u(:n, mt) = vEr+tfl(7(t) {(ucm )“(yji — !Ji~ (u—¿ntí
~ ~ Qe, ¡ji E ff-WxJO,9?>.[
Líene la propiedad de que para ¡odo Qn, mt) E hiN >40, 97>.[ e:eis¡e -ana constanmte
A = A(Ji*, ¿e,!, u») =O de fo-m”-ma que
5211
~—(u:,mt) =—A para ¡todo x E iR» con ¡» = 1.
Demostracion.
Argumneiitando conid> em la Pi’oposición 5.16 llegaríamos a
uQn + lm-x, mt) — 2u(¿e, mt) + uQn — lix, ¡ji =[u0 (z,A) —
— 2¡h* (zn Y ¿e) + + {u»(zn) ——
~2Ji* (zi~ — ¿e) + ‘7t (z~. — ¿i + lix)
]
La (7dmnvexidadl y regularidad de 71* (:onc]1myen el resmíhtado. o
5.2 Ecuación de la Programación Dinámica.
Obviítmem-mte, se ph otean los probleir> ílS de caracterizar la funcicn u y obtener
el control ópttmo, que es acínel valor <~k,t>(.) E A donde se realiza el supremo,
es cl ecí r,







LI] lina primera ítproXl mr> ~tcmcmn, introclucimnos la siguiente miociomí:
160 CÁpÍ-’iumLo 5. UN ~[tOnLENIA [)E o:ONTIOL.
Definición 5.22
D~tcl o ¿ 2> 0 se cli ce ej ue un control a ( ji E A es ¿—óptimo corresp cnt diente
a- un punto (¿z: «mt) si
uQc, ¿ji — ¿ < .1 Qe. mt, tío).
Observación 5.23
Nót ese ciue cíe la u lefiui ición cíe u se cíespremí cíe 1 it existencia de mi u control
¿—óp ti mo pítra cítda estacm (¿e mt) del si stema-. En efectcm, clado s 2> 0 ex i s te
<mu comítrol a~ (. ) E A tu q nc
n(:e, mt) — ¿ =.1 Qe, mt, U-eIJ) =U(3¿. /). o
La herritenienta fuíci amenti cj míe vr>~~r> te caracteriZar la fonci¿mí u a
tmaves cíe ímOit ecuitcion en clerivad~ts ímamciítl~ es el sígmí emite ¿‘esí.> 1 I;ítclc.5
Teorema 5.24 (Principio de ha Programación Dinámica)
Sea (¿e)) E 11<.” >< ]0, 97>. [. Entonces, parti cada O =s =mt se ve-mijica
11(3:, mt) = sup { u (¿e + a(o’)da,mt — — míj [a(a)Ldo’}
4Demostracion.
\¡eanios qnc 1 a fu 11(7 i 01]
a(o’)do’, -mt — — ¡-iii a(a)[<do’}
coi mm cicle cotí u.~ Com msideramrícms el <¿ontrol á
5 (a) = a6 (.s + o’), o’
a~ ( .) es un control ¿—ópti mi-mc) pa-ma el ¡untO (¿z:, mt). Es i nmr> ecUato cii me




8 V~amise los trabajos p ¡ eneros de E - Bel 1 malí, por ejciii pío. en [FI—Di]-
~‘ Recorclemííos que
ií(x, t) = sup J(x, t, -¿4.)) = snp
Hacernos el Ca¡]il,i» cíe variable <1 = o’ — 5.



















5.2. E::UÁCION DE LA PRO;BAMACIÓN DINÁMI(:A. h 61
= L5 ¡a~(o’)¡”do’ + J
¿—5
u
a~(s + o’)¡”da = / ¡a
5(o’)¡”do’ +
¿e + J ado’)do’ = + L5 a~(
L’ ado’)do’) +
o’)do’ + ¡ a~(o’)do’
J 1—5o á5(o’)do’.
Con secimenteinente,
u(¿e, mt) — ¿ =•J
= La» ((¿e +
Qe, it, tid.)) = u» (¿e +
ac(o’)do’) +




3 ¡a~(o’) ¡<‘¿lo’ =
,i (¿e + L5 a5(o’)do’, mt — s, ñd.)) — u ¡ ¡ado’ji¡”do’
< sii-p •J (¿e
ci( ‘)CA
+ ji a~(a)da, mt — 5, — 1-’ ¡a¿a)¡”da
— ~ (¿e + — ~¡¡a,(o’) ¡“da < VV(¿e, mt).
1-1 aci enclcm ¿ —Y O se coatí u ye <jime u < W.
Pitra demr>ost rar la otra chesigimaldací, dadcms ti (O, a2 ( ji controles en A,
considerarnos Ql (7d)fltYOl
<¿(o’) = am (o’)xí»31 + <¿2(U)X[s41, O < a < mt
chcmíicl e X[oc ~ clen ot it la función m’au’acter/stiea del i n tervahcm [ci,b] . I)e esta foren it,
j.mor shel] nicíe>!>
u(;n«t) =,J(u, mt, a(.)) = u» +
ji a(o’)da) — u’
J
t ¡ a(a) f” da
+ f a(o’)do’) — mi J 5 ¡ai(aji¡”do’u















C¡XPíTULo 5. UN PRO [3!,EM A [)E CO) NTRO L
Por otro lacio
¿e + a(ajid o. = ¿e + j ¿m-í(a)do’ +
— (~ + a2(a)do’.
II)e estít fon mn it, Si tcmmn ítiiid)5 <lije a2(. ji 5Cíi- un control ¿—optimno c:cml’T’eslmcmm mi?liemm te
=mI liumíto
jaiÓ:r)do’,mt
regresan dc> a ha- cies i guah chad cIne oil> tmiv i m nos amiten mor mnente p o<lemr> os escrí 1) ir
u(¿e,-t) =-a»
[e>-»((~~
(¿e+ jt~a(a)clo.) — mi
+ L5 <>-~ (apio’) + I
Jj Ja (o’) Vda — mi
h
2(o’)do’) — mí
—miL5 ¡ti(a) “da .1 (u: + ti (ajido’, -mt — .3,
— u~ ~ ¡(ti(a) “da
am(a)do’.L — ~)— ¿ —mí lúm (a)¡<do’. a> (~) E A.
Toenaímclo supremo en a> ( ji E A cmi la expresíon anterior obteiíemmícms
u(u:,i) =W(:r, mt) — e.
Fi mí ití mr> en te, 1>.aci cmi dci ten ch er ¿ —Y O concli umn os n 2> VV.
Observación 5.25
De becho se tiene c¡ mme
o
uQ-n,/ji = <«)c.4 { I sALo a(o’)do’, it — A/ji) [a(a) Vda } , s > 0 4’
doticle .3 A mt = mnínl.s, mt>. o
Observación 5.26
Parit gel m erali zacíoi mes <le es t;cís resnl tadcms y referencias clí~ sí CaS. voT’ [Li4]
o [Ev3] . Otra ‘efemencia <lime pm-me de m’elevímmicia la í nteraccícmi m entre Lis sc>Z mm—
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5.2. ECuACION DE LA PRoGFAMACíÓN DINÁMICA. h 6:3
Observación 5.27
bit reí ítción es t ítblecida en (5. 1:3) se conoce con el í oni 1)re cle <:o ndición
de optimalidad clitclc que pítra obtetier la fuii cion coste opt i mcm diej itunos
evcmlucicmnar el sisteir> it siguiendo t¡íia estrategia marcad a pc~r ciiítlcj u¡er
control a(.) bastít 1111 ímistante..s 2> 0. pagamos el coste integral (70—
rrespOi]diente y aclicionalmnente un coste final desde .3 nsanclc eh coste
optimo relativo al estado en (¡ile se encuentra el sistema en el instante
.s y, finalmente, tomamos eh extremo superior sobre el ccmnj minto A (le
todos los controles.
2. Len picancío la fórmula cíe Lax—Oleinik dacia en (5.7) poclemnos expresar
el [‘rin cip <~ cíe bt Y’ rogrítmn acmcmn Di námica en 1 a fcm¡’ma
11(3:,! + s; uú(.)) = n(¿e, it; u(., s))
es decir. el estado del sistema en el instante mt + .3 debe. se.r eh mnismdm (¡He
el que itícance el sistemr>a desde el instante.s tras híth:tr tramí scurriclo
un intervalo (le tiempo it. Este hecho, conocido como eh Principio de
1-1-uygens, m:oíncicle ccmn la projíedad mr> atemátíca del .se-miqr-upo y piíeche
ser expresado (:Oir>O
S(! + .s)u» = S(s)[SQt)ao]. E,
Observación 5.28
En la Proposición 5. h 5 estítbleci mos
uoo) commvexa ~ u(., it) convexa V! 2> 0.
A partir (leí Principio de Optí-malidad podemos generahizar ese resultado-
u(..s ji convexa mt u(., mt) :onvexa N/! 2> s. E,
CzXPÍTULo 5. UN [‘BOÍ3LEMA DE CONTROL.
5.3 El problema de Cauchy.
1 >ar~ reía :icu am la co mmdii ¿ ¿vi de op tu alidad ‘cn 1 íts ce mum :-íomm es’ de I-IaníiíLon—




J 3 a(o’)do’.-mt —U
5
u(¿e,t) mí
¡a(a)¡Óda} = O (5. li)
.~ iv
lo que o os permite en mi m (7i ítr el siguiente resuh tad cx
Lema 5.29
Sea -mí» E SCS(íR») uer¿Jmctimmdo (5.2). En los puntos (¿e, mt) E ~<N >40, ~U»
cmv los que la función de coste óptimo u es d-ifere-mvcíabíe, ¿sia verijica la cm’ tía—
e-ion




Como u es cli fememiciable en (:m:, mt), coIlsiderítIBIo nira cada .z E IR? el
<701] trol ñ(. ji = z E A el m (5. h 4) obtenemos
11(3: + SS, mt s) —n(¿e. mt) — ~ L8 ¡z¡”íía < o.
6jl)l Hm i tes cmi 1 a expresion anterior cuando s —* O se tiene
hin fu (¿e + S.S, mt — .3) — u(¿e, mt) mí
<‘‘4»
s ¡ [z[”do’} <(Y (5 ¡6) ml
Las fu ti cic>imes
f (.3) = mí ¡ ¡z¡”do’ = mí¡z¡’.s y q(.s) = uQm: + zs. mt — s)
obv íamnente verifi (7aii
f’(s) =





















5.3. EL PRoBLEMA DE CAUCIIY. 165
u(u: + ¿3,! — s) — uQn, it
)
— g’(Oji = z• VuQn, mt) — u¿(¿n, it)
f(s)—f(O
= f’(O) = mi¡z¡”.
De esta forma, regresímudo a la expresión (5.16) cmbtenemos
—Um(¿e, it) + z Vu(¿e, mt) mí¡z¡” =O, z E iR»
y, pcmi’ tanto,
H¿ (¿e, mt) — sup
z6







— ~ LS ¡a(o’)j”da
tu(s)— tu(o) } =
est¿tí]dld> las’ funciones F , tI> : [0,mt] —* hR cIadas pcmí’
CP(s; aQ)) = u (¿e
~1a(o’)do’, mt
tlJQs aQ)) = mí J ¡a(a) ¡“<lo’.
(tIitnítTr> ente1 1
V(s;a(.)) = Vn (¿e + ív(a)do’, mt — .3) U¿ ~+ f~ a(a)do’, mt
y
















Tengase en cuenta ~
1iieu es cliferemíciable en (¿a, 1)
Cxr’ ff1> LO 5.
1?’ dn títnto, (5. ¡ 7) y la relím(7ión
{ 4 (sji
‘J/(s)
UN P RO BLEMA 19 E (70 NT ROl.
— <O) = J/’(O).s + o(s; a(.))
4’(Oji = q”(O)s + o(s;a()ji
iiet (¿9 mT-mi-mi] iET
O = sup { 4>’(O) — ‘IP(O) + o(.s: ;í()) } a
< sup -{Vu(¿n,!) . a(O) — uju:.t) — mila(O)V} —~— sup
(‘>6.4
= sup {z . \7u(u:, mt) — um(¿e. mt) —— mi¡z¡” + smí~
z6E5 a(>e.4
De esta for>.na. (7Omd> dl~cdlo ¿ > O existe a~ ( ji E A tal c
1í me
Sitj) { o(s;a(.)ji } +
‘3










FI acien <1cm tem-m <len .s —Y O se ten cl ni
ut(u:, 1) — sup {z . Vu(3:, mt) — mi¡z¡” ~ < 6.
z6 ¡U
5
Ccnmío ¿ > O es ítrb i 1; rano, la cíe-sigií al cl ítcl anterí dmr nos 9 en miii te con cliii>’
n,(u:, mt) sup {z . S7u(u:, /)— ¡i[z[”} =O.
zeR-15
Observación 5.30
1 . Obv i ití]metite, (91> (‘1 ( ¿SO j)aLt i (71] 1 ítr cii cine u e L ( ff~N >< ] ~, 9?>. [ji. cis tu, es
una soíueíón clasií:a de la, eci>.ítcTol]
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2. Considerando la función
1(z) = ¡í¡z¡”, z E
tenemos dl-mle
O = um — sup {z. Vii — £(z)} = Um — 1*(Vu)
<‘
6ff{N
donde f* denota el dual conjugado de Fenchel de la función 1. Una
ecuación (leí tipo
u1 — 7-L(Vu) = O
se dencmmina ecuación de Hamiliton—Jaeobi, donde el ha-nuiltoniano viene
<lado por
= sup {z p — £(z)} = C(p), p E iR».
ZEIRN
I)e una manera general, las líneas anteriores in<lican que asociada a tdcla
ecua(7iór> de Hítmilton——J acobí gobernada por un bamil toi-muítno convexo
se puede dar un problema de ccmntrol.
3. A kt vista cíe lo anterior, tenemcs caracterizadít la función u de coste
optimo uniciunente en los puntos en los q-mle es clifereuciable, lc cíue es
ímnít condm cion bastante >.‘estri<7tiv~t. Fiunclamentítlxnente pcmr esta razon
precmsamos un conceptcm mas general que permita interpretar que una
función seniiccmnt inna (o incluso discontinuaji u que veriflqtme (5.13) sa-
tisfaga la ecuación (5.15) en IB» x]O, 97>.[. Como veremos, una respuesta
satisfactoria a este problema viene cIada por la noción cíe solución[ de
viscos dad.
4. En líís ecuacidmues ituteriores, ha eventual no 1 ineaticlací aparece sobre los
temín unos del gradiente, lo q tic las difereii cia- (le las cine aparecen e>.] 1
Leyes de conservau:¿on.
5. Existe inít conexion entre- las ecuaciones de Hamilton—jacob’ y lcms sis-
temas hamiltonianos de sc sitie ‘one.s d ferenciales ordinarias. Con¿re—
tamente, el hamiltoniano ‘U es el dual convexo del lagranqiano 1, es
decir ‘HQn,pji = sup {q . p — £Qe, q)~>, ¿e,;>. E IRN E,
q
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La >.~c> <7iOi] de sol u(7i¿ti de vis(7051 d1~t-d pormi te ob tener it forma más gen(ii-ii]
cíe veril]car iín a- ecuacion (¿le Hami 1 ton—.iacobi , ya ciide íiCí recí iii ere mmi ngi.í mm it
lii potes i s sc) bre 1 it diferencial) lí dad cíe 1 a Liiición ccst e Óptun cm. u na vez cj míe
sabemos (grítcias al Cc,rcmlario 5.18) que la fu mm cién u E C (IRN x] 9 97 [ji, ccci
esta nocuon cíe solución veaí-oos la ecuítcí ¿n en den vadas pítrci ales cí ue ven ti oit
u. La nespuestíc la proporcionít el siguIente resultado.
Proposición 5.31
Si tío E SCS( ll{~ji cerifica (5.2) e-mítonee.s la función u(u:. it) es
viscosidad del peoblerna
w — sup {z . Vn— <:01 = O en llkNÁ]O,97>.[.
zE!RN
Demostracion.
1 Sea Qn, p2) E D—u(u:», it») t~
al(7itnza un mo mimo local en el
5 4 E CÁII{”x]O,97>.[) tal






(V<>(u:o, lo), <it (¿e», it») ji = Qn , p~ ji
(véase el A pénclice A o la diemostnitci¿mm cíe 1 it Pí’cmposici¿n 4.57). Por el
[‘nivi cipio cíe Optimaliclad parít c:ada a ( ji E A y O < it < it» se ver ificíc
u(u:», mtoji 2> u (~~» + Lt aQsjids, mt» — mt) — ¡ it (.s ji “(18.
Asf pues,
<pQn». it») — (¡) (¿no + [ ti(sji<Ls, it» — mt)
uQe», mt») — u (3:0 + Lt a(s)cis, mt» — mt) =~míLt ¡a(s) ¡“<Ls.
Di vidiencícm por it > O y tomando límites, se tiene
mt» — mt)liníi
t’4» 1
El mismo argumento ci mie mit i 1 izamos en el Leen it 5.29 conduce it
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es decir,
1>2 — sup 4+ Pi — v¡z¡” =O.
zEIR5
2.S ea (pi, p2) E D~u(¿eo, ti) mt~ E qS E CV (IR” <JO, TU») tal cjue
~tl(7anZ~t mit mnáxi mo lc>~¿al en el ptinto Qn», ita) y
(V«u:o, ¡tú), cf~ (¿e0, t>) ji = (pl ,p~).
Pcmr el Principio (le Optimnahiciad. para cada mt > O
mt») = 5>11)
e. (.>6.4
u (~~» + j’ a(s)ds, it» — mt) — ~L1¡a(s)¡”ds}.
Pc> r tanto,
u (¿no + Ja(s)ds,mto — mt) — u(¿e», mt,,)
mt
ct (¿no + Lma(s)d¿s, mto — mt) — «¿no, ¡tú)
it
¡ a(s) ¡“ds }
De nuevo, el Lema 5.29 mos permite concluir
c/>d¿ec,, mto) — sm.ip {z . Vcb(u:», ito) —
- z
mí ¡ z
d>, lo (¡tic es 1cm mmsino,
P2 — sup {z . y’ — ¡iJz¡”} =O.
tE ¡UN
E,
A la vista de. la I)efinición 4.59, podemos precisítr ha naturaleza (le los
prcíblemr> as (le valor i mii cial cíe la forma{ — h”h(Vu) = O
-<4., 0) =







dcmmule ¿¿(5 : IIkN 11<. y T < +00.
ml
SI
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Definición 5.32
Sea H E C(hR”), N 2> 1 y 97 2> 0.
MIUN F’BO9Y3LENIA DE 0:O9NTB(9i,
a
SI1. u E £SA(ff1? x jO, T[) es subsol-aeíómm [acete de viscosidad <leí mrcmblemmmim.
míe Címncbv (.518) si mí es solución cíe vis<:osicl~td cíe
tí¿ — H(Vmm) =0 cmi hiN x]o,
½,
<(¿e, 0+) =(uo7 Qn), u: E IR”
2. -mm E £t4(hR”
mr> a- cíe (auchv
x B~, 1 [ji es s-apc-m’soí-ucíón fuerte de -oíscos-idtid deh prolmle—







au~ (:e. 0+) 2> (10). (¿e ji, :r E IR?’:3. -mi E £A( IR” x ] O, T [jies sol-ación fue ele de viscosidad del p rollmíemrí a- cíe
Can(711y (5.18) si -a es sul> y supersol ucí 6! í fuerte cíe viscos i cl ací cíe (5. ¡ 8).
4. a E £SA(ItN x [O,T[) es s-míb.soíuciómm dÑ il de viscosidad del ímrobl cina
de Cauchy (5.18) si -mí es solmm(7ion cíe viscosidad cíe
a
— H(S7-a) =O en IR» x]O,T[
unu> {P2 — H(pí), u*(¿c, 0+) — (ucm)*Qm¿ji} < O.
piura tcmclo (Pm ,P2) E f)+ í0 (¿e, Os), ¿e E
5. -mi E IJIA( IR” x [O, r~ [jies supe-rsoluciomm dé’bíl de -oí.scosidad del prcmb leena
de Caí icby (.9.18) si -u es sol m ¡ción cíe viscosidad de
i-it — 1-1 (S7u) =o IRN x]0, 1’[
y
max {P2 — hl (p’ ji, -a4¿e, 0+) — (-mí»), (:e)} 2> (1
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6. u E £A(IR? ~ [O,T[) es solución débil de viscosidad deh problema de
Cauchy (5.18) si u es sub y snl)ersolnción clebíl cte viscosidad de (5.18).
Observación 5.33
Ln parti cliuití’, pama los citsOs (lime aqin ccmnsicleramos
H(p) = R¡p¡m, p E ff{N (It> O. ni 2> 1)
(o, en general, lían> jItorm i anos FI colivexos), la scmluci¿mn de Lax—() leini 1< está
uir>vocamente deterniinada por los valores semicontinuos su¡>eníores (leí ciato
inicial. Para la realizacióii del dato inicial nos remít unos a los comentarios
de la Observacién 5. ¡9. n
Corohario 5.34
Si am~ E CSA(hR”) verifta (5.2) y
((u»))t = (uo)4 ,~>-
emmtonces la función u (¿e , mt ji e.s la -única solución fuerte de viscosidad del pro—
ble-mna de Cauchy
{u(.O)—u,{) =0 en IB? >40, ~Á (5.iO)
y mierijica
u(¿e, 0+) = (-a»7(¿e), ¿n E IR”.
Además, u(., mt) E WLV(lR») para cada O < mt < 97>..
Demostracion.
Cc> mi sicleranclo 1a fu ncion
£(z) = iíJz¡”, z E 11k?
cmi 1 a Pm’oym cmsi cié ím 5.3 1 sabeíii cms qu e U es sol iU7idml] de vis cosi cl ací che la eco itcldm n
U¿ —‘N(S7n) = O en lR»x]O,97>.[
SI
SI
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donde el baniultomí iancm 71 = fs demmcmta el dluití coiijmigacio de MncheI cíe la-
lun cién £ (véase la Ol:mservaciémm 5.39). es cleci
R(p) = sup {z . p — ¡í[z[”} , p E IR”. SI
ZCW{N
Sea p E IR>~. p # O. U laramr>e>.ite. 4
‘H(p) = st>.í¿m -¿6(z)
z e1R’~
tloi (le
Ccmímmo m/-~ E C>.(]R”ji m/í(z) = z . p — zijzJ”. (5.20) SI
- . -¿/3(6
)
-~ d~ u ~ Y212~1LV ~!“= —mí < O
tenem>ios g~tm’am-mtiZ~tdli-t la- existenc:i~t cíe 01] ve(7td>m’ :~, e IR? domicle la fmi mu i¿mi ¿/: SIaI(7alIza liii 1r>ítXll-mId> ítbsolut<m. i)cd;em’T]lií]einos clicl-mcm vitíd>!: 70T1IO
V-mf(z) = p—— míe>-¡z¡”2z. sE IRN,
se tiene2
(¡PI ~\ P 4’S7-Vdz) 0 ~ z>., = k>.ic>-) 1.
hI)e esta fonír> a para <sacla p E IR” se t lemie cjue
_ SI7711 ( <~>- o—> ¡ Lid”>
= -d’(z~) = ll—l —mí —m = 1 ¡
L~híÚ’) k míe>’) ev ~ mío.) SI.Final ir> emite. bast a ítpIi (7itr el Corol anío 4.96 j utr~í obteí í er cj míe, cíe Ii eel-m m • u
es la mini ca sc> 1 uc Li fmLerte de (5.19) qno, ~)cmr el Ccmro 1 ari c> 5.18, ademoit5 es
1 cmeal mr> ente 1 isp ch itzi an a en la va-nial) le es í:m acÁ ~tl. E, SI
>2Nótese que a] ser p ~ O ~ 2~ ~O.
~De i¿t propia clefiuiicióíi SI
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Observación 5.35
Para obtener eh hamniltoniano
71(p) = RIp¡’”, p E uk? (It> 0, un > 1)
b¿ts ta escogem’
ev = ni 1 y mí=(m~1)(R1 >~ )ii’WT . (fl.2,h)
En este casc>, el pinito donde -~ imícanza el mnáx i mo es
= Rin ¡~
1ni””2~, p E IR?. E,
5.3.1 Método de las características.
Sigi íiendo las líneas expuestas en el Apéndi ce A, los sisitcmas dinámicos con—
servativo.s son ací milos que no cc>ntíenen mmi ng-mm eleeneiitcm qne (3 isipe etiergia.
Lstos sistemas se caracterizan por medio de hamiltonianos HQn (1), p(it)) dime
representan ha energía total (cinética y pote>.icial ji del si5tetn~t y dependen d<~
ht ímdmsición 37(t) y del momento del sistema pQ) . Por ser el sistema conserva-
tivo, se verifica
dH 01-1 dFhO = ‘17-¡-(:n(it), p(mt)) = —(:n(t), pQ)):n’(i) + —‘——(¿e(mt), pQ))p’(mt).
Os: Op
[)e estit fonn í a, eh sistema- conservativo h leva ascciaclo un .s-isiteimia hamilmtoniano
OH
Z
-‘———Qn(t), p(y)), ¿e(O) = ¿e
01> (5.22){ g(y) .4—Qn(t). p(mt)), p(O) =OH
tt¿e
[‘<¿mrtanto, si 7onsi cleraremos el prolleinít{ -am Qn. mt) —. FI(SY-aQn, mt)) = O, ¿e E IR». it > O
-¿¿(¿e. O) mr uo(u:), ¿e E
el sistemna cc>nservativo asociado está caracterizadci para cada fímncién it E
CV (11k? >< IR+) pc>r urm hanuiltoni ano H qtme chepende del enomento del sistémr>a
2
SI
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p(íji (= V-m¿Qn(i), mt)) y es imidepemicliente cíe la posiciÑ] del niislr>c) ¿e(t). Así. dc 2
(5.22) se deduce
p(it) E cte it 2>0 4’
(Jo tise(7uei] 1; en>em>te,
Vm, (¿e (mt), ~ji mr py ji = p(O) mr Vu,,Qe ji, ¿e E itt, mt > ‘SI
{ u:’(t) mr S7H(p(it)) = S~Fl (S7mí»(u:)) SI
¿e(o) =
Es dcci r. 1 as ca-m’aeite -m ‘-tsitíca.3 vimíen cl cte r mm mmt-m a< las por la exp nesiomi 4’
X(u:, mt) = ¿e — tS7H(X7uo(¿e)). u: E IRN. mt 2> 0. (5.23)
F>cm n tanto. sí -u satisface la ecmí acion en clen vacias píím7iaIes se tei>.cl iii.
cada ¿e E hRN 1 a rel~mc ién
<1-ii
—(~VQe.L), mt) = VmmQVQr, mt), t)—z-——(¿m:.t) —i-- >.mmQV((u:. mt).!)(1! - Oit ‘ 4’
— —7 FI(7 ammQe) ji . 7 tu» (¿e) + Fh (Vuo(¿e) ji.
Si adeir> ás u satisface el cIato i ínci~tl entcmnces 4’
u( VV (u:)), mt ji = -a» (:nji — mt [7 H (7 u»(:e ) ji . 7 a,,(¿e ji — Eh ( Vuivm(¿eji)] (5.24 ji
liana ¿e E 11k? y mt 2> 0.
En este ( ascm las cana(7terlsticas X(:e, mt) = ¿e — mtVl’l (V-¿v»(:r)) ¿-mo son, en SIgenetal , pat cth bus y su peí>.diente clepemicle cíe la fc>>.’mr>a del l>.anm itcmmi íí>.]o H(col] (7ret amr> ( m 1 e íe 7 H , (:O>.r> o en el caso lineal ji y iti cmra t;mnib idi] de mío x u’
(en cciiicret o ch 7 ¿í,, (¿e ji). En comísecuemmci a. pana el c~tsc] ndm lineal, las <ti <i 4’
terís ti m:as dm, pe mv(le t cmi general, cie todo el pmobie yuta (E Df>, cd>>.>.tc>rn o ~Yd<mI
mmmi cial ji y íO sólítmríel]te cte la EL) h-> como octírría cmi el caso ¡ imueal
A j>líq Lemnos 1 cís nesul taxi os am-m teniores it las s igm.í i e>.>t es eldM7(7i0>.i es cíe Ii ítni i 1— 4’
tc>n iaímc> y chtto imí i(7ial
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y
u<,(¿e) = A¡¿e¡l±<~,¿e E IRN (A 2> 0, a E hJt).
Lii esta sítu itción hts expresiones (5.23) y (5.24) toman, respectivamnente, la
fonníit
~-VQn,mt) = ¿e — iken(A( 1 + cí))~~~~í ¡~n¡oc(i~”’U””V¿e
y
-a(X Qn, mt), mt) = A ¡¿n¡ ‘+“ — R(m — 1)(A(1 + a))”tn¡””’it.
Comiio se observa, en general, la aplicacion
:e m——> X(¿e,it)




las características vienen dadas como
~V(u’,it) = (í — Rmn ( Amin ni’—>
Si cletininios
Rin’”









— R(mn — 1)
97>.it
= A ¡¿e¡72T, ¿e E IR?,
9?>.
O<it<97>..







= A (í —
(1(71)”’ ¡3: m-~
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cmbter>emnos kt Immr>u l~t ex plicíta cíe la soluciomí
u(z,itji = A CX)
97>.—mt
en tocí a la banda mnaxiinal 111” x [0, 9?>. [.
5.4 Algunas extensiones a hamiltonianos con-
vexos.
E mí terunu cs ge eral cts. pura cacía (¿e «mt) E 11k?’ x IR+ , 1 m ocitil] c>s consT <[erar la
j:mtmmcioim coste optimo
u(¿e. !) mr sup ./(¿e, í, a(.)). (u:, mt) E IR” x lR~
<A (.)
m7orrespoldl iente it optimizar el criterio ile mtípo Bolza
.I(:e.it, a()) = mí,> (X(mt; ¿e, mm(.))) — L FÍ*Q¿Qs))uí.3
sc> )re eh siste-muum dinámico demte-m’mmtimmísta
~-V(mt;¿e, Lt llk(aQs))ds
5 míjeta it la acción de los co mmt roles a( . ji E LL0(11½;L)( Fh’)ji. Se trata, pc>n tanto,
cíe opti L]1 izan u u criterio (:d>n coste en lo- fm’onte ea IR x {0 }
-mí,, (X(mt; ¿e,
y otro coste interior dacIo í>ov
— / H<(a(sji)d.s
cl c>ncíe el iagztimmqia no H * es el ciiial convexo <leí 1 a-uní tcmni a>.> cm H 11k ~ —Y 11k..
En la situac.mon amíterior, la des-igualdad de Jemmse¡m deten niu






















5.4. Am.cui’~xS EXTENSIONES A HAMILTONIANOS CONVEXOS.
cd>n ho cine
u(¿e, it) =sup {uo (XQ; ¿e,
¡‘ tiesto c¡ue mt permííaí]ece fmj d), se verífica
u(¿e, mt) = sup {-a,,(z)
26x+1f)(H*)
~mtH*(z¿e)}.








l-’cmr 1; a-u to. con (7huímcms la (7aracteri za(7iófl
u(:n, mt) = 5111) 1 no(s)
tE <‘+1 [3(Ti A) 1~
— mtIl* (¿e ‘;- z)}
cíe Iit función :oste óptimo, que coincicle con la función de Lax——() leiui h U
relati va a FI* y u,,. Se puede, en consecuen cia, extemíder a u las propiedades
y comr>eutanios efectímaclos anteriorníe¡>te cíe U, dj Ile adj W c>mtiitiiflcms.
Con vistas a la caracterización (le u (es decir, U) mediante ecuaciones en
(¿lenivadlits parciales, el resultadcj chave es:
Teorema 5.36 (Principio de ha Programación Dinámica)
Fijado Qn, mt) E ff{N x)O, TU», se verifra
¿¿(¿e, it) = sup {U L’ ao’cío’, ~— ~)— L<’ FI*(a(a))do’}
Co>.] este- resultaclcm, se obtiem]e la dlesígíiaiclitdi
U~(¿e, mt) =U~(¿e + $s, mt — s) — sH~4¡)






U4u: + ~s, mt — s) 2> U4e, mt) + ‘sp¡ . — 5p2 + o(( ¡ + leI)s).
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Ii) 5ta fon ena. la reíací oL>.e5 ami termo res edn> diiden a
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o>]> .4.””í>2.””l4(4)+
-s
de cld>i] cíe h aciei] dc> ten ch en .3 —Y O st edil] cli>.ye
1>2 2> stip {p>.
~CL) ( H’)
(1-’m,¡2) E Dtl~(3:, mt),
4— H~(4)} = Fl’~(p1).
Por c>tra parte, para cada e > O existe a~ ( ji E I)(hl ji tal que
U * (¿e,mt) =w (¿e + f6 íí~(o’)da, mt — ¿) —
para O < e < /. L mego, si (¡~ , ¡>2 ji E [)+¿t (¿e. 1), conímc>
¿1* (~ + j a
6(o’)da, mt =u Qe,t)+
j~ W(í¿~(a))<-ía + 52





(pj . a(a) — l.lk(a6(o’))) do’ — 1>2 + e + o(s)
E




Así ; ues , bac i em-m cío ten cíen 5 —Y O obtenemt 05
P2 =H**(pi), (pm,p2) E D+U*(¿e, mt).
Por tal] tc>, bern os obteín cío cj tie la hin ciél] cíe Lax—(~) 1 ci mmm k U es sc> mi (7i omm cíe
vi scc>s í dad de la ec miacmon
— l4k+(7 ji = o e~i iR” >40, TU».
L>.> ¡)ít>.’ti<7iilít>.’. cuamiclo FI es ¡ría fmi uciémí cdmímvexít. el leo-renta de te-mme/mcI—
A4o-m’ea-a h íl(7C djT me ¿-1 sea so 1 u<7i 6!] cje viscosidad cíe


















5.5. RuzCIILARIDAD DE LAS SOLUCIONES. 1-79
5.5 Regularidad de las soluciones.
.áummcjue ya hemos probadc> que la función de Lax—Oheinik es, pítra un >~
local ene¡]te 1 ipschitzia¡]a, las 1 meas cjue siguen l)retel]dl(M1 ratificar ho anterior
esti mmm ai~clcm lcmcah mente lcms conj untc>s senlidiferer]ciales, lo cine tendrá unít gran
importancia a h a hora cíe utilizar la propiedad del (7on(> cíe depen dlen(7i a cuítm] cío
ir>> 1.
Como ya- l]eTfldl)5 clemnostrado, la función u es soliucion fuerte de viscc~sicIad
del problema
— ‘H(Vu) = O en{ u(., O) = u,,(.) en
cío ncíe el h amia í 1 ton iano y íen ( ciefin i cío pcír la reí acion
1 ¡ ¡p¡«N
= ZETHN ~ — mík¡”} = a ev ~ va) = R¡pj’>’, 7) E IR?
(7(11] It 2> 0 y ir> 2> 1 parit los valores
ni (1)WZT
y (u] 1)a = —1 ~ = — ____en
Lmí lo que sigue, extendemos el estudio anterior a problenias más generales
a- fonmn it
f mtm — H(7u) = O en IR” >40, 97>.[ (5.25)
1 -~d•, O) = acm(.) cmi IR”
clc>u cíe H : 11k? —+ IR. LI pri mr er res>1 h tadcm c¡ue encíst man) dms es:
Proposición 5.37
Sea tío E £SA(IR”) ve-m’iJicando
u» =—c en 11k? (e =O) (<26)
y
Hm -~~»(e) e>o. (5.27)
Si -mt E £IA(11k?x]0. 97>.[) ¿25 una .s-m¿pe-mtsolueión fuerte de (5.25) dond¿ FI
vem¼’¡m(’a
H(p) =ItIp¡’” + le1, p E 11k? (5.28)
CAPÍTuLO 5. UN Pi-(Oi)BLEMA [112O:ODNTRO>L.
~¡ le>. E IR, emztonce.s pa-ma cada O < mt < 9?>., la fmi murió»con It 2> 0, T]1 2>
-a, ( , it) es solución <le viscosidad <le la ce uac¿omm
R(mr> — 1)(’T>. — t)[7(t*(.,t)¡mn =u~(., 1) — le>.! + e emm hR”. (5.29 ji
Demostracion.
Ucci í(rdese (ver la Observación 5. 1 2) que ( > O (¿leter! mmii] it 97>. < +
Pztra cítd a O < mt < 9?>. (70>.] sI clerem1>05 la mmci ¿mm ~¿arcí al
-wm(¿e) mr -u(¿e. it).
Pc>n el riV~d>rema 4.100 y (5.4-ji (1> ana la e lecc 01] de CV y mí dacia eLi (5.2 1 ji ji
sabeul05
— le~ mt =utmQm:) 2> u»(¿e +
La cd>1]dli(7ióm] (5.27) cletem-nncia
-mí,,(~)
SI
mt, z E 11k?. (5.30) a’
SI
si ¡fl—Y+mYJ
pcmn lo <pie para. toclc> z E llk.N y’ A E IR. se veril] :a
-a,,Q~ + ¿e + z(t — A)) r’., {¡~ + ¿e + z(it — A)KT
es clecii’.
Ii1]]
si ¡~‘ —Y +~,
-a,,(4 + ¿e + z(it — A))
khei
F ‘cm r tit>.]tO. dlitdlc> ¿ > O existi md le (¿) > O tal que
u,,(~ + ¿e + z(mt





si ¡4~ > Aje)
si H =1(a)
1>1.-iN •<‘ -,,(g -m-ÁI—A))
—e
(ver (5.26)) por Ic que podemos ah





















hSl5.5. REGuLAR¡DAD DE LAS SOLUC¡ONES.
En parti (71,i lar, tomando ~ = As, se tiene
u,,(¿e + zit) 2> (É — e)¡Az¡ni’2’< — e, sE hlk?,A E hR.
lkegresitnclcm it la expresió>.] (5..30) obte>.]e>.r>cs
(‘u~)~(¿e) — le
1-mt =(e — c)JAz¡m.— — (ni — 1)
/¡z ix—>
¡—e
—r)A#~’ —(un— 1) (1
Beni>) z E hhk?, A E hItA1) ¡ ¡
F’inahmr>ente, si p E D~ ((ut)4~ Qe), tomamos como
función i~ definida en (5.20), es decir,












1it + e =(mr> — h) (RTk) ni—> (9?>. — it) jz~¡rT’21I
= (mr> — h) (i{mii>’>) i —, (Rir>)t (9?>. — it)¡p¡’» = R(mn — h )(97>. — it) ¡p¡m. ¿E,
Corohario 5.38
Sea u E £SA(11k?) un da¡to inicial con las propiedades (5.26),




pa-ra toda -a E £IA(IRNX]O, 97>.[ji supersolución faerte de (5.25) se mtiene la
acotac¿ómm
pi n> -mt~(¿e,t) — le1
¡
R(ín — it)(97>. — mt)’ (pí,p2) E [)~-a~Qe.mt). (¿e,!) E hR”x]O,97>.[.
(}onsecuenmtenie,mte, -a~ E Lip,6>~( IRN xlO, 97>.[). cm
CAI’íFuLo 5.
= -mt *
UN 1> RO [3¡, EM A [)E 030 NT ¡(O
I<pj” + le>. =H(p) =R¡p¡’” + le2
con It 2> 0, mii 2> 1, le1 =le2 y u» E £SA(hlk ~ji oem tuca (5.26) y (5.27).
-mí E £A( IR.N x ] 0, 97>. [ji es -mí-na solución fuerte de (5.25) co-u la- propiedad
t’>.~ IR? <Jo, T[
entonces, pa-itt cada ¿e E IR”. la fmíimción parcial
mt í—Y ¿<(u: O(~>. — -tyt-i + .1 (<mt; ¼,le2, &, >]í), O < mt < 9?>.
es m mo creetente, sí cm ido
(9700—!) + (e — le~97>.)] (97>.—-tji’n—>
¡¿2(9?>. — mt)2 + le1mt2




c>-(leí ,le2, mi->.) 1
(5.31)
sm mu # 2
St II] = 2
(5.3:3)
Em ¿ particular. para ea dtí (¿e, it) E 11k? x [O.9?00 [, se m;ei’mjictí
-mm Qe, it) < zm*(:n, >.<) =(u»7Qe) (71 ) —1— y(it; leí, le’2, e, ni)
mr (O) — .f(it
)
[(a le )T>. +ti]




























-sí ir> ~ 2
2
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De tuo straci oti.
A pamtí r cíe la l-’roposi ciél] 5.37 tenernos la sigimiente acot~tcién del
supem’dife revi ciiii (u9~(:n) — le1! + e (5.34)
— l{(ní — t)(’T>. — mt)’ P E ~ ((u~)*) * (¿e)
Demíotemr>cms pon P-m a ha proyección sobre la prímnera vari~tble. A partir cíe l~t
nch lisiói]
ri (D±(u)É(¿e, mt>) c [)~ ((¿Lmt)* (u:), Qn, it) E IRN >40, 9?>.[, 14
se cmbtiene
1-] (pi) =R4pí ni + le2 <
— (mmm —
mt) — le1mt + e
1)(97>. ~!> + le2, (pm,p~) E
La hipótesis (5.32) permite escribir la expresión anterior en la forma
1>2 =H(pm) < -a(¿e,it) — le1mt + e + le2 (pí,p2) E [)+.a*QE,mt)
— (en — 1)(97>. — mt)
cíe chcmncle, mti It ‘pl i candcm la anterior expresión por (97>. — mt) ~2T , se llega
le2(97>. — m kmmt—e 2—ni
=1>2(9?”) — itpe— -a(¿e, ~ (97ir> — 1 5j [u(:e, !)(9?>. — itvti]
Pcmí’ tantcc si O < mt1 ~ ¡t~ < 97,,, integranclcm entre mtí y it2 se verilh:a:
m5
tm4Sea (p~,p~) e I)+ín(x,t) ~ v4y,.s) < w(x,t)+pí .(ux)+;>2(s—.i)±o(lxul+l.s~—.tl)
En particiL lar si — / enton ces mm? (u) ~ u? (¿a) + pi . (y — ¿a) + o(lx — ul) ~ E [)+u?(x).
5Tengase el] ci>enta que
f (I½~/)+rdt=~~ un—
¡ 2— 1 —<n, — fl<T. — 1~-~-br 5j(T>. — tjini-Id/- - ¡-o ~ 2
sí mn=2




¡ si m~2Si fl] = 2.
2
CAPiTU LO 5. 13 N PRO L~ [,EM A [)E CO NTRO
‘a~(:n, ~2)(9?>. — mt2)’’’ — u’(3:, mt~ )(971rEl) — ¡t~ jiwbx




[(mt2+ (ci] — I)97>.)(97>. — it2)177ZT — (ti + (en — t)9?>.)(97>. — mt> )+T]
4’
2. si en = 2
a*Qí:, t2)(9700 — mt2) — -aj¿e, ití ji(9700 — ti ji
—~ [yr>. — ½)—(9700 — ¡tí)2] — le](~2 <ji + e(it2 — ¡ti).
1’>ant mmi cmst man 1 it segu ím ckt parte del resul t aclc> b ~tsta ten em’ en (7miel] ta cj ii(~
-ti Qe, itji(97>. — itt’ =(mto)*(u:)TÉ~?7> + (97>. — íftTZTq(itji. mm
Observación 5.40
Nótese que, (tiIal] dc> le> = le2 mr 0, pc>r el Ten reír> a 4. 1 00 y 1 a enomi c>tcmm mía e mi
1 le u, para toclcm (¿e,l) E ¡~N x [0.97~[ se t íemie
O =(Yo + e =u(¿e, mt) + e < ((1uo7(u:) + <> 711 E,
Cmi h miiiaínc>s los resul tacíos am~ ten ores (701] íína mt3títtta e ióm m del gradie tic.
Corohario 5.41 (Gota deh gradiente)
E £SA(ll-<?) verificandoSea -mt» (5.26). (5.27) y u E £A(R? x]O. T>.[)
-m¡m¿a soítciótt .fuem’te de (5.25) con ía propiedad (5.:32) dommde 11 ee-rmfica- (5.31).









g(mt) — le~mt + e
i-i(imn — t)(9?>. — mt)
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Demostracion.
La desigualdad (5.35) se sigtme sustituyendo en (5.34) la- función y daclit
en el Corolario 5.39. Finalmente. (5.36) se obtiene (le la rehación
ii~ =h-h(pm) =lk¡pm ¡‘“ + le2. E,
Observación 5.42
Otras estimnaciones del gradiente vía la viscosidad ev~t1]es(:ente han sido
obtenidas pc>r cmtrcms autores (ver, por ejemplo, [Li—Sou—Va]). No obstante,
mm nestra est i mr> aca 0>] es cli rect a es cler i m, i]0 requiere ni migmmn res> mh tado auxiliar
dic (70i]1pitrací d)i] . E,
Veamos a (7c)m]tintla(sión una esti mnacíón del gradliem]te pitra cIatos iníciáles
ver iiicaí>. dc,
hiní sup uuj(~) — 0 (5.37)
para los cimales, %70ir>d> sabemos, las soh ii~:iones chel probhemr>a (le Cauchy co—
mresponcliemmte viti] a estar detini diít5 pitra todo instante cíe tiempo it 2> 0.
Proposición 5.43
Sea u0 E £SA(IRN) verificando (5.37) y consideremos las olución de Lá¿e—
()lein ‘le u (u: ,t) <leí problema
f u~ — It¡Vu¡’» = o e>~ wk? X (5.38)
u(.,0) = mbo(.) en IB?.
Para cada (¿e, it) e IR» x ~lt~ y (pi, P2) E D±u(¿e,mt) existe e > O y C~
(J<-(-mí»(¿e), E) =O tal q-ae
¡ ib
¡Pi ¡ = ~~~~‘“‘> + O, — u» (¿e) \ ib[(m — 1) — c(2RmnbfliÑl mt)
y
EhIm> + 0 — u»(¿e)P2 =[(ni — 1)— c(2Rínn>mt)~T] -mt
186 CA¡’ÍrUJLO 5. ¡ ‘BO:>BIEN4A [)E OjO)NTIt(:>m.
Demostracion.
}-\ ¡mli cal íci o el Teoren]a 4.4:3 (70i]
(R-mt~l)le rE (n — 1)
a 1 a lo ím ciou p ítrc i al
u7.) = u(., it), -mt =O,
para todo p~ E fl+ 111(3;) se verifica
mt>> (¿e) =
11~ (¿e) = U» (¿u: — 1km! Ip>. ¡ ‘» 2Pm ) — (5.39)
Sea E 2> 0 sim fi (7ien tel]] e>.> te i’ eq mmcmi o 1)itna cltic mt < 97~ <1 <iii> cíe00~ -- -
1 t’11 \ m—
¾ hm-vIii
La condición (5.37) junto c:dmíí ¡a acotacior> hcmcal smípemmon <le u» I-maceí-m que
exjsta- (7~ > O útl que
(a»7Qiji =C¡;m/¡ u—’ + (¿y E
hI)c>. esta- ftmm’mr>a, dc-, las i’elaciommes a1]tcl’id>1’c5 se obtiem me
i{(ni — h)¡t¡pí ~ < ¿ ¿e Rmmímt ¡Pi ‘>‘2p~ + (t — -mt» Qn).
Por vi;mci h it cío, ha diesigualdad
nl ni 1(r + s$~’~” — rStT =2n—i sin—> , r.s 2> 1)
x’c’-a5e (4.39)) comí <1 u(7e a
lk(mmm — l)t¡pí [>‘ =E (¡
3~¡t> + 2m—í (Rn]mt)’>’[pi ¡>>í) + (t- — u»Qmj.
h-’cmm’ tal] to.
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cíe clomíde se sigue el resnhtado. 1>3 o
Los casos em los c¡ne eh ciato inicial u0 es globalmente lipschitziano cm aco-
tado en 11k?, 1]lerecem] una atel](710n espem7ial. 13ajo supuestos cíe compitraciól]
(7onk> los ya obtenidos y los que probaremr>os a partir de lit propiedad deh cono
le & ~ím en <1encía, se obt iem] en lcms 3 igí tientes resí~íta 1 os:
Teorema 5.44
Sean 71~ ,712 : IR? —Y IR funciones convexas, s.c. -m.
vei’>.jicando
712(711») — ‘Hm (Vuo) =O en iR»
en el se-mutido de la viscosidad. Si u E £A(lIk? >40, 97[),
fm¿erte de viscosidad del problema{ tít — 71~(Vu) = O en IR”>40,’T[
u(.,O) =u,,(.) en IR”
enmtonces -mí es sol-mícion de viscosidad de la ecuación
712(S?u) — íím =O en IR”x]O,97[.
Demostracion.
Pcmr el Teorema de Fen(7bel—M c)realj
712(P) mr 717(p) mr sup ~(p. — ‘?H;(,>)} , p E IR”
Así, para toclcm ~ E 1) (‘7—1), la nel ac él] (~. 40) cleter L]ll lit
S7u
0 —K1 (Vuo) — 7-t~) < 0 en 11k?.
Fij íídio ~ E D (-U:) consi deramnos la ful] ción
-w(¿e, mt) 1 -a4¿e — ¡te, it) + -mt71;(~).
y -a» E ISSA(hR»)
(5.40)
97 2> 0, es solución
(5.~1l)
>.Nc3tese ditie
R(nuí — 1)1 — 2Tc(Rínt)T ~ O ~t 1 < —T’
-2 EVV
CAPÍTu¡~o 5. UN PROBLEMA DE CONTROL.
¡‘ana toclcm (j4’, p~j’ ji E U— u,. (u:. mt) existe (~4, p~ ji E 1)— -a~ (a: — mt~, mt ji tal c¡ ue
1k? tL “ 14
1>2 = 1>2 ¡~ + ‘H~~)> ,~- Q>;’) — . p> + 71.(~)
mr Hí(pt) — V~’~ y->;” + 71-Vt,
Itt >40,14
¶y) 71(p) — 4¼p + 7-1(4), p E IR?
es u u a fu cicíón convexa en 11k” . ( omr>cm, por otra í )art( se ven fica
wj:n, 0+) — cm (‘e O~) 2> (am>).. Qe), ¿e E IR?
..zr(7(mi»ji*) ~ O en







(véase (5.41 ji) entonces
(a»)* Qe) =wQe. mt) = -u4¿e — t~, mt) + ¡tll~9, Qe, mt) E IR? x [0,97[.
Dado It 2> 0 sea ahora
‘-k(~:, mt) mr a~(¿e — It~, mt + It) + h71-(j), (¿e, it) E IR? x [O,T[,
c{iim-: verifica
9$, — ‘Um(Vck) =O en IR? >40, T[
a I)itnti n cíe (5.42).
<¡6(3:, Q) mr -w (u:, It) =(u»)’ (u:) =(a»). Qe). ¿e E
(o mí seci.ieut e m miente,
a* Qe, it) =«u:, it) = a~(u: — h~, it + It) + hl-1(j)
< u’Qe — h~, mt + It) + h71(~), Qn, it) E 11k?’ >< [o,% h > o»
>7 (:0» IT ci ram! >1)10 de variable se obtiemie
-u’(x + igt— 1>) =u~(x ¼+ ‘t(t x E 11{N 0< u <
vor 1» q~>~ tornamíd» Y>!)]) e 0u4x, 1) sc llega
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De esta fcmrmr> it, si (p ,pu) E D+ u~ (¿e,it), entonm:es
O =-¡¿‘(¿e — h~, it + It) — u’(¿e, it) + /m.7-ijs~)
=/m-(p2—&pí+’HÁ~))+o((i ±H)h), h>O.
Dividliendcl) la expresión antericjr por it y haciendo tei]dler 1¿ —Y O se venihcit
Fiim ~thun ente, tcjn] an <-lo supremo en ~ E [) (71~) y aplicando cíe nilevo el hú—
remuma de Len (7hel—Moreitu, se co¡iclnye
712(pí) = 717(pi) < ltd. E,
Corolario 5.45
St -a» E Lip(llk?) la -única sol-ación fuerte de viscosidad u E £A(IBP x llk.+)
del pto blema de valor inií:iaí
¡ViiI’” en IR» x ‘R~ (5.43)umR u,,(¿e), ¿e E I .”
domide It > O y en u(¿e,0)= L) E Li¡m(ffk? >< IR+) para itodo mt > o comí la1 veriJica
ínt.s-mna co mm.s’mtante de lipsclmitzianidad que uo.
D emost rac¡ on.
Ante todo, comno tm<o E Lip( IR.” ji entom]ces tiene Iii] m7recm nnentcm a lo 5111r>O
lii] cití em eh i nfi imito. En efecto, cíen c>t~tííd cl) por L 2> 0 a- la constante cíe
Iipscl] it z i an i ciad cíe u» se venifica
¿¿o(¿e) =uú(O) + L~¿e¡ =M(1 + ¡¿el), ¿e E jpN




lh~ ut) = ~ ( -uo(¿e) 1 + ¡u:¡) o¡~< ;n¡T =
SI
4’
1 90 CA [‘ITt)LO 5. UN 1>it O EL EM A DE CON 1 it O i Mg
st pcm r t~tí to, el p noble mr>a (5.43) ti ene nia mini ca sol mici ó¡m cíe fm nidia e>. Mg
el sen-miespacio 11k? x IR.+ determni vi acta por ht férmuh a de Lax—Olei m i k de la
qmíe s ah en-mos qm me la fmi ¡mción parcial mt ~Y u ( mt ji E Wkt> y, en part SI
HE C(IR.N >< llk.< (véitse el Corolario 5.18). Además, ccino se ve.nifB
existe L 2> 0 tal que
¡Vuo =L en IR”, Mg
tOTl]iiT1]05
<Ioncl e ¡m 2> 0 y a > iii. [¿cl] VItI acm 71-2(1>) ¡‘¡pV j
él]
(~~<‘mr u 4’
De esta formr>a. Mg
712(Va») mr ,mm¡Vamm[a =R ¡Vam4’’ = ‘H~ (Vv0) (:1] IR..
Aplicando el leomemna 5.4-4 c,l:ml;enemmmos que u es solm1(7i01] (¿lO 4’
Cc,m o pcmr ot nl- parte u It!7m¿¡O < -mit cii IR? y 111+.
satisface
Rl Va ¡ ‘“ en 11k? x lR~ , Mg
h>ara (7adla (pl, 1>2) E [)±u(u:, mt) se verificit
¡tIí>i ¡~ =1>2 R¡p1 “‘, 4’
de dcmciche
mrL 4’
Eh Leen a 9.8 qíme en cmstraremnos ci] el CJa1¿mit u lo 9 ami> (7h11 ve la pni ebit. o Mg
Observación 5.46
El Teoreniut 5.44 puede general izarse de la sigímien te formr> a.. Sean 71 ‘7-1 SI
1~N —÷ IR fmincidm cies c:dmnvex as , .s . e. . y mímí E £SA (IRN ji sc Ti ciém m cíe visc
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cíe forma cIne existe /3 > O tal que
¡¡ 4 limn 5111) 712(10 E]0, +~[
pí—y-í-¿ ‘U> (p)¡p¡0





Entcmn (‘CS, de (5.44) sc cíecímíce cine para cada e E]O, ¡í[ existe 0 2> 0 tal c¡ue
‘7’120)) ~ (ji — ~ji¡pL~— C~, p E IR?
711(p)
.~ del Teonemi-m a 5.44 sabemi-mcms cine, fcmnínal muente, se verifica
(5.44)
71





~ 71m(Vu) =(mí — e) j7-a¡
13 —
cíe clcmm m cíe se obtiene h a s igu i ente itcotación del gm’adiente
¡Vu¡ =( §~tt)~
Lii pitrt cuí ar, si 71> y 712 \‘eri±I(7am] ademr> ¡ms
n1(p)=oy
en tc>vies C~ = O y, pon tanto,
S7u¡ =
712(P) =O, ¡> E IR
E,
B íiscjuemncs esti ííiaciones supenícmres cíe u para clatcl)s í lli(7iaies h ipsclí i tziaí-mos.
SI
2
CA’ÍTULO 5. SIUN P POE LEMA t) E CONTROL.
SIPr oposición 5.47
Sea a» E Li p(lhk? ji y u E tS..4( IB? >< IB.1.) -umma s-ab.s-ol-m,eíómm /½e¡’tedel
problinía dc ($auclmq{ um — 71(7-a) mr O
uQ¿:, O) = -mt» Qe).
en IR? x 11k.1.
¿e E 11k”
donde ‘7-1 llk.N —Y IR. es -mmama funí:íón convexa y s. e. i. ve-e/ficando
Ii!] su> < 1k.
¡it>’ —
(5.45)
Entomices, para todo e 2> 0 exisitc rl mr (Á(’H) 2> O tal que
-a Qe, it) < u’(u:. it) < -ao(:eji + [(U.+ c)L>’> + (it]!, ¿e E IR”. mt > o
donde L > O es la consitammte de lipsehítzianida d de -mí,,.
Em>. pa-rmtic-mtí<t-tt st
710>) =R¡p¡>> + le, 1> E 11% (le E itt)
e nito mm ee.s
-a(¿t:, mt) =-a’ Qn,!) =u»(u:) + [RL”’ + le] it. 3: E lIt” t>CL
Demostracion.
Fijado e 2> 0, la hipotesis (5.45) implica la exístemicia che (7~ mr (i~(’H) 2> 0
ll(pji =(R + <[pL» + C~, p E írk?.
De es bit fcmr cima, ¡it función Li pschi tziaim a
m4¿e, it) = a»Qm:) + [(fi + jL-»’ + (it] /. ¿e E IlkN -i > O
veniíi ca
Vm — 71(7-o) = (It + e) 1]” + Q — 71(7-a») =(1k. + e) (U” ¡7mm 1’>’) 2> 0
\7
tal <ji íe



















5.5. REGULAfmDAD I)E LAS SOLUO3IONES.
Pon tantcm,
-u Qe, mt) =u’(¿m:, mt) =vQn, mt), ¿e E IR” mt 2> 0
leí] íe ci cío en cuemít a cjue para eh h amr> i ltomm 1 ancm




ajx, it) = L[u:¡ + [RL’” + le] mt + <1, ¿e E iR», mt =O
ver iiica em m el sentí dlcm cíe la viscos i ciacl
(L > O, el E IR-)
tmum — 71(7w) = RL>” + le — ‘U (L wí) =0 en IR” x
jiodI~inOs enumí (7iar el siguiemte resultado:
Corolario 5.48
Sea u la solución dc Lau:—Oleinik del problema
tít = B.¡7.a¡n + le
u(¿e, O) =
en jpN x 11k.1.
¿e E IR”
donde u0 E Lip( IB” ji. Entonces:
1 si -tmo(¿e) 2> L¡¿n¡ + d, ¿e E ~N se verijica
uQn,mt)=L¡¿eI±[LR>”±lei-t±d,¿eER” it>0
2. si uo(¿e) < L¡¿n¡ + (1, ¿e E llk.N, se tiene
u(¿e, it) =L¡¿ej + [LP?’ + le] it + ¼¿e E itt it > CJ
En particular, cuando
u»Qe) = LIxI + d, :n E IR?’
temmcím¿os la expresión explíctta de la solución




8’Iéngase en ciLenta <¡Ile tYw(O, 1) = [—LL] y D+w(O, 1) = ~i.
194 C.áI’ÍTuLo 5. UN PROBLEMA [)E O1;ONTROL.
Tnatemr> os, a ‘~cm ti, mmi a(7i én , 1 os ciatos imi ciales u» itccmtados.
Proposición 5.49
.Se<m -a» IR.N IB. <¿coitado s-uperio-t’-me-mtmte y consíderemn os la s<mlaciá-mm it:
Lax—Ole inile u (u:,!) del p-eobíe-mmma (5. :38). Entonces, pamo ca da ¿e E IR”, bu
faneiótm pam:iaí mt ~+ u ( :n ,t) e.s solución de viscos dad de la eí:-aacm omm




emm ]O, ±o<. 2
‘1
mmm(¿e. .) ~ (ni — 1)! e-mm ]O, +cxú[.
Dernostracion.
(3cm m mío em la cIemost nacid; n cíe la 1’ ropos icióm 5.43 (véase (5:39 ji), pitra t ocl o
(pI, 1>2) E i)1.uQe, mt) se veritica
ao( ¿e ji =u (u:, it ji mr -a» (3: lk,mííit ¡pi ¡ “>2í>m ) — R( mr> 1)! pi ¡
su~mu» — (mii — 1 )p
2mt,
cl e do>. í cíe se sigime el resul tací o. u
Tammm bi~im se verítm ¿2it:
‘Teorema 5.50
Sea ‘7-1 11k ~ 11k, mm na futtc,omt convexa. s. mm. y mm» E L
00( l}k,N ji. Entommee.s-,
e míalq-m¡ iee .so[aeiómt fuerte zm E £A( IRN x IR + ji <leí ¡>-m’ol.de ¿¿¿a
{ = ‘7-1(Vu)mm(.. O) =
mf u» —1-- 71(0)! =a Qe, mt) =sup
TRN
emm IBN x IR±
emm HkN







it’m m pa-m’mtieula-r’, sí se veríjica
¿e ji ~ — e, ¿e E HtN
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1>07’ itanto, para cada ¿e E IR” se itiene
linvm u(¿e, it) = 71(0)
t”4+C< it si 71(0) # O
in fu,, < lien i nf u(¿e,it) =hm snp u(¿e, it) =sup no
EN — t—*+co m—*+>. EN
Demostracion.
Basta <:onsidienan las fminciones regulares
{
dj 119.501] Sdml u<7i cm nes cíe vi sm:osi dad de la ecuacm Omí
uQe, it) 4 mf u» + 71(0)!
T4u:, it) 4 sup -a» + 71(0)!
= 71(Vn)
si ‘U(O) = O.
en Iii” x IR1..
F nestcm c~ Ile
mf u,, ~ u,,(¿e) =sup u0, ¿e E Jf{N
ei]tdmn(7es, para todo :n E IR”, se venifica
u(¿e, oji = i nf uo =(í¿o)* (:e) < ‘<to Qn) =(‘a,,)’ (¿n) < sup u0 = iiQe, 0),
cíe donde se sigile el resnitado. E,
La esti mac.i on it] tenor pimede ser ir>ejorada cuando el dato ini (7i al verifu7a
‘U(O) =71(7-mio) em l]k.N
en el senti cío cíe 1 a y is(:osidlad . comcm mostrarnos a conti ntlit(7ion.
Corolario 5.51
Sea 71 hlk,N IR -ana función convexa, s.c.i. verificando (5.
IRN 11k. acotado superiormente. I5nmtommee.s, para cualquier solució





a» (¿e ji —1— ‘U(O)-mt =-m¿( ¿e ,it) < SmiJ) uo + 71(0)!, ¿e E iR» mt > o. (5.48)
a
SI
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Fmm pa-rmtíc-ala-m’, 4.
sup {u (:e,mt) — ‘7-1(0)1 } mr sup mt». it 2> 0.
Si ademtmá.s se m}e-m’-ijic’ 4
tmmm (u:») 2> a» (¿e ji, ¿e E IBN
podernos demtcr-mnuuma-r la evoí-aeió-mm del -,mmáxi-mao global <le Umm. Commc-ret<nmm Mg
ím(3:o, ¡t) mr -uo(¿e,,) + 71(0)!. mt 2> 0. rs
Dernostracion. SI
Bast a tem¡el’ cmi cucíita c¡íí e la Iunci6mm
u(¿e, mt) rE u»(¿e) ±71(0)!, ¿e E IR?, mt =o Mg
— ‘U(Vu) = ‘U(O) — 71(7-a») =O en IR? >< Ht 4
{ <O) = u,,(.ji ~
y iihi> Iicam’ eh mes nlt a-cío ii-mm ten>c>n. La mil ti mii a ah rin aci ém se sigmíe d( (5.48) 1 4’
u,,(u:» ji ll{~’ E, Mg
Observación 5.52
De la nelaciél] (5.49) se cledmice 4
lien -~¿(¿e», mt) =
O +
Nétese ci tic, para- la solí,i ciói cíe Lax—O lci ni L u se ven iiica
lien u(¿e, it) = (-mí»f(u:), ¿e E IR,”.t~4O+ SI
El Ic> vio inipl i (it 1-mi ¡mguua con tnací i (7<7161], pues a í martin de la C)bse r \‘aciéi 4 1 6
sabemos qmie una función es 5 en los pmiitos en hcms alcaíiza lii] míiitxí mi-mo
local. Pcr tanto, m¿~ Qn,, ji mr (-mt,,)’ (¿no). E, Mg
Cien tremos nuestra aten e mor> em m la ele<7(7i ón
‘U(p) = R¡p¡’’’, ~ E 11k” (It > O, mmm 2> 1) 4’
paT’>.>. la cjne pcmcleimmeis precisití’ el coínpom’tam-mm ientcm asíí]totmccm cíe Lis sol miciomies
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Proposición 5.53
Sea -a» 11k. aeoitado superiormente
viscosidad del problema (5:38). Entonces,




O < uo(¿eo) — u(¿n, 1) =(m — 1) ( ~
O < Ii mr> sup (-a» (¿e,,) — u (¿e,it))it >.~
-*1.”)
,¿e E 11k?, mt>O
ni—>
¿e ¿e>1
u(¿eo,it) = uoQno), it 2> 0.
Demostracion.
La elección cíe 71 li(~Vit a cine pcmd3]l]os api i<7ar el Corolario 5.51 y, imor
tantc,
it» Qe) < -¿¿Qn, it) =sup ~ ¿n E IRN mt 2> 0.
Ccmmí-m cm tít > O en tcmn ces la fmií <7i ón it ~Y u ( ,it) es creciente, pcm n 1cm que existe
u>. (¿e) S uní -aQn,mt), u: E 11k?
—Y+“)
y, ademas,
ud¿e) =u>.(¿e) =siip u», ¿e E IR” (5.50)
de donde, tcmní ando supremos en se cleciuce
u>. Qn) sup u», ¿e E IR»
La segur clii. parte cIú.~l restm 1 tacicm se ob t jet]e a i mart ir de 1 it5 sol tm (7i ones cíe si mr
1 anícl ací cmi] Pleací as en el Teoremíía 4.100.~»
y u una solución fuerte de
y
E,


















El cono de dependencia.
Declí asnos este Capítulo al estudio del cono de dependenema qne tiene una
portatícía relevante er> este tipo de ecuaciones. En [Cr—Li2] e [1s5] se abordit
esencíithnente, el caso cíe bitmiltomanos hpsclntzianos. Presentamos aquí umía
fom’n-ma ciine(7tit cíe obtener esa propiedad para hamiltcm ianos fliás ger>erales.
Resaltamos que sólo utilizaremos m¿itodos initrinseeamenite h perbólicos.
6.1 llamiltonianos lipschitzianos.
El nesultitdlo fundamental es el siguiente:
Teorema 6.1 (Cono de dependencia)
Sea 11 : 11k? —Y 11k. un hamilitoniano verificando
¡H(p) — H(q)¡ =R¡p — q[, p, qE IR” (R> 0) (6¼)
q dos fanciones -v E £&4(IR,” >40, 97[ji y u E £t4(IR» >40, 97[ji soluciones de
vt =11(7v) en IR” x]O, T[
y
tít 2> FI(Vuji en WINX]0rF[
respectívamenite, para alqón 97 =+&o. Enitonces, para cada (~, w) E IR” x]O~ T[,
se verijzca
(-u — u) Qn, it) =Qn’ — u4(¿e, it)
inax {(v’ — u~$tmjy, mt») y E Ba(;mo)(~ji} (Q2)
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para (¿e , it ji E BR(1 m) (sa) x [it»,-r [y eaa-lq-mLíer it» E] O. -r [. donde r1. mr n-max-{r. O }>En paimticmííaz, tomando u(¿n , -t ji mr 1-1(0)!, se itiene qn-e
vQe, it) =v’(¿n, it) =niax { (-m~’(y, 0±))+ y E flam(.n)} + itH(Oji SI(6.3)
para (¿e, it) E IR” x]O, T[ y itoda función y E £SA(llk? x]O, 97[) solución de










Figura 6.1: Cono cíe dcpendencíit.
Denuiostracion.
Dach (~•, -r) E
funcmoi-m
ffjN x ] O, T[vanios a trabajan ccmn una mcmciificacién cíe la
(¿e, it) <—Y V(¿e — ~, — it; R, b, o’)
(ven ht Observación 4.9). SI i O < ¿ < 1 y O < it» < debí> irnos para cada
n E IN
12, (~, it, o) mr { it) — ¡¿e — & + 1)~>.<~.
a-rl
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Cla-m’amr>ente Vfl(~, ~;e) E C(iR» x IR.1.) y para (u:, mt) E B~«,t)(&) se verifica¡
mr Rbo’ (RL — mt) — — ~ + 1) —(b+m)
7V,V(3:, it) = —~>o’ (R( — it) — ¿e — ~ + 1) —(b+1) —
¡u: — ~
(V,j~ — R¡VV~¡ = [Iba (B~ — itji — ¡¿e — &[~ + 1) ~b±>) (í
cimaciclo (:n. it) E B~t( m
4&). Pcmr c>tra parte,




em-m el senti cío cíe la viscosi ciací. Además.





(Vn )mji en O
(‘=1]otro casdm
diomí cíe
o s (iR» x IR+) \ (aBh<.~>(&) x [ito,i)
IDe esta. foruíit, tcmenai>clo p = V(-a~ + 1¾)y q = Vu~ en (6.1), se. obtiene
(u~ + V,V)m — H(V(u~ + Va)) =(u4 + (Vn)¿ — H(Vu~) — R¡VVíL¡.
j> cmi’ 1cm ci ije, en eh sen ti cío <le la vis¿:osi ciad , se ven fi ca la reíacioci
(a~ + VOt =l’I(VQa~ + ~)) en IR? >4mt», ±~[.
Fon otra parte, la projí iccí iii


























CAPÍTuLO) 6. EL CO NO 1) E D EF> EN lIEN CiA SI
uumí iformemí-memite en subcomij uitos cciII]liit(:tdms de BÍ«,m,) (‘5), l-mitdt Op lO
2> 1 — e, ¿e E BÍt&..moí(’5), O <1> « 1 SI
o’=
>./EBR(r—to) (t) { (<0* — a*ji+ (y, mt»
)
1—e
y elenimnos mt- E IN (le formima <¡míe
u>—
o’
(mna.x {(m;’ — mm~)+(y, it) (y. it) E (7I)Bf{Qr~to) (<5) >~
cm l:mtenenicms 1 as ciesigual cl acles( nía.x
>/CBR(rt) (¿)
u>.. ji 1.(q t,,fl\
ftC)
w — mt») — ¡¿e — ‘5k + —) —b
—E
max y>” — mt~)1.Qy, it») =Qn — -míji(¿e, it»), (:m:, it) E
YCBR(r~Éo)<¿)
(mí — ¿1.3(3:. mt) < V,<(:e, it), Qe,t) E OBR(, ~d’5)x [it,,, rL,
por lo <jiTe, los ci’itei’ios <he compitraciól> usuales aíAicii.dos it mí y mm~ + 12,,
(70ticlii m: eii a
(y’ — m¿~)Qn, it) =a (~t(r — it)
¡¿e— ‘5¡t +
itra tcm dc> (¿e ji E BÍy~ — m) (‘5) x Lito, r[ ( \‘eanse los cemmíí ci> tan icís cl e la Obsem’—
va(tiom] 6.22). Hacien do ten cl ci fl —Y + :: , b —Y O y 1 uegcm e —Y O ccmti (71 mmciii cms el
resultado. o
Observación 6.2
D ~I‘T’eo m un a- 6.1 se dccl u ce ci tic cii ai í clcm H satisface 1 it concli c:, on (6. 1), a
Iia>.í <la mmi axil>] al para el ji noh:ml ema die valor imi ctíal
{ mmm 2> II (7-mt)-a(., O) = ii»Q) enCLI llkN
es todo el senuiespacio IR» >< IR
1. jíara cimalc¡nier datcm i iii cial uo c £S.~4( 11k ~ ji.
el Capft milci ¡ 0 ha cciii ( is un estudi o del compcmnt itTii í emito cíe has so mh mmci & mii es
¡íitra i nstamítes grandes cíe tieminpo. E,
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(it — -mt») — ¡¿e — ‘5k + 1)—b
















Del Teoremna 6.1 se desprende eh siguiente resultado:
Corolario 6.3 (Comparación fuertemente hiperbólica)
Sea H verificando (6.1) y y E £SA(IR?x]0,97[), u E £L4(]R




en 11k? x]O, T[
para alqmimm 97 < +oo. Sí
en
para alqunos ito EJO, 97[ y o’ > O, entonces
v(:e, it) =v’(¿e, it) =a~Qe, it) =«~, it)
para Qn,!) E B<,,~r{(m~m0)(E) x [mt», E,
Observación 6.4
Si en la demostración del Teorema 6.1 prolongair>os, resj)ecti vaniente,
funcioí es -mt,. y -u’ fuera del cono truncado
CRm,,(’5. -r) = {(¿e, it) E 11k? x]O, T[ : ¿e E BH(7m)(’5), ito < it < r>
las
(6? 4)
por —~ y +~, bajo la condición (6.1 ji se verifica el siguiente resultado: para
(‘5«rji E 11k” x IR.1. yt,, < -r sean ti E £SÁ(Cn,mo(’5, r)) y u E £L4(Cí~m0(‘5, ~))
sollIci(mt]es de
‘Vm =H(7-u) en C~,~»(’5, r)
y
tít =¡4(7-u) cii CR,m0 (<5, r ji,
nespe(7t iva.n]ei]te, palid algumí 1k. > O. Entor>(7e5,
(y — u)(u:,it) ~ (* — u~)(¿e,i) < max
j)ara toclcm (u: ,it) E C [-cm0(‘5, )
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Observación 6.5 4
1 . Sc j¿muecleu cleducir, i m] mí m ecLat arr>ente. nesul taclos h cmcal es cíe ceo
Mg(imí fet’iom ~ysupeí’idmm’)
2. Lxis ten otras demnost nací oiles de m’esu Itadcms pa-mecí dios ¡maTa cl atcms
tadcms o m ¡nifc>ren emuem ite ccmnt mmm uos (ven, pon ej cm 1>1cm, NI. . C i’am 1(1<111— 4
PL. Licmm-ms JCr—Li2, Proposition \J.4] , FI. lsbii [1s2, rpy rení 2.4] o
A. Fniedír> an~lm. E. So> tgammicli s [Fr—Sou, Le> nil]ít 4.1]). Las Vii m males
Mgm:ont nibucior]es míe aportaii]os sc>>> relativas al tnetodcm (uti 1 izamm
sdmlu(7iot]es cíe siI]lilaT’idlad) trabajitmncms con clatcms mucíales am’bitm’am’icms y
acleir> ás cmbteL] en]os un a (7Otit de h it cli fcnetmci a -u — -a em í cl i nten on (¿1 el
4
(.:dmncm.
[‘cmi’los cotí-mci-mt itmi i 05 itt] tc’rio mm ‘s , sí a E CA (Ca,» (‘5, 7)) es sol ii ciOci cíe
-mí1 = H(¿Vu) 4
en el (7(>I]0 Cm~.»(’5, w) para algmin R > 0, (‘5, rji E IRN x IIÁ y -r 2> 0 SI(6.4)) entomices. ba.j o la comí dliciol] (6.1), se ven fi (7ít
(m< — -¿¿.3(3:, it) =¿‘1
s¿emmdicm U (¿e. it; (u~(., 0+) (a*Q, 0+) — u4., o+)) ) , (u:, it) E Cmt,»(’5,
— u~(., 0±)))la fórmula cte Lax—Oleinik rel~it
li aní it tcmmm i ancm FI-k y a- la t raza ini ci ití (u — -ti ji ( . , 0+). Lii pam’t i (tu la-u, si
-¿¿~(u:, 0+) = ‘U~(3:, 11+) ¿e E ~ (‘5) 4’
elitol]ces: E C (C11,»(’5, ‘r)) 4
y
a(u:, 0~) mr -a/fu:, 0±)= -a~(¿n, 0k), ¿e c flpj’5). (6.6) 4’
Pcmclemnos suinitnizan este resmA tacto en:
Corolario 6.6 a
Si h-l míerijica (6.1) y a» E C( 11k?), e>> tonces el problemna
(Pji» u¿ — FI (Va) = Ci en IR? x IR1.
mt(’, O) = m¿oQ) » SI
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Conch tiímr>os esta Subseccién extendien <lo la pnoi>iedad del (7cmflO de cíepen—
ciencia a la ecuación con adecuados termnínos de perttirbacién, lo c¡ne será (le
gran intemés más adelante.
Corolario 6.7
Sca 1’! -un hamilitoniano
lip.schuitziam¿a y ti E £S..A.( 11k.
-¿‘e =FI (Vii) + A/«mi)
y
verificando ((3.1 ji, A E IR, /1: 113. —Y IR localm¿nite
Y llij, u E £L4(lR» >< IR.±).s’olue’one.s’ de!
en IR» >< 1W1.
entít =H(Vu) + A/3(u) 11k? ><
-re.s’pccitiva-mnenmte. Entonces, para cada (‘5, r) E ]Ik,N x 30, 97[ se verifica
(-u — -m¡)(¿e, it) =(í< — u~)(¿e, it) =max {(v* — u~)
1.(y, it») u E BR(rt
0)(’5)}
paí’a (u:, mt) E Br«r<(’5) x [it,,,4 y eualquicr it,, E]0, 4.
Deniost racion.
Sin pencí i da. cíe generali diací pocíen os supom m en
M 1 max {(v’ — u~)
1.(y, it,,) y E BR(r...to)(’5)} = O
(cii caso cdmntranio itrgtin]entarla]nos col] las fun cicmnes m,~ — Al y tí~ ji
O 1> ast~i. (70]> 11>05 ti.an
(y’ — a~ji Qn, it) =0, (¿e, mt) E BR(.r.m)(’5) Y [tú, ‘4
Teimienclo en ctmenta que
O =((v*)
1 — l’1(V-¿í’) — >/«v*)) — ((u*)m — H(Vu..) —
=(mÉ — u*)m — (H(Ví0) — H(S7u~)) — ¡A¡ ¡f3(v’) —
=(-¿0 — u.)t — R¡ 7(~* — u~)¡ — le¡’v~ —
para tina (7onst~tnte le > O verifican do
le > ¡A¡ ¡/3(v*)
—
1)01’ lo
el] Br«,..m~ (‘5) >c [mt,,,‘r]
CA [‘(‘Fil1,0 6. EL CONO DE [)EPEN 1) ENO ~i.Á
¡¿masta argiimentar sobre la e<tuacmon
‘7,-
‘~-d =R¡VZ¡ + leZ en
para lit c¡ue el caínbící de variable
A(¿n, it) rE ~ S(u:, mt)
(:0 mmcl mm :e al (7a5(> ante>’ or sen ji> cnt iii’ba>.’, ya cjiíe
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It VA[ = ¿2kg [E — leE — It VE¡] < O en
Aj¿l (7am) cío, et] (tonsectiencia, el ‘1’<~c>remií 6.1 se chit i emme
BÑ(1t)(’5) Y]to, -m-[.
A(¿e, it) =t¿nax {A~(y, mto): y E BH}’r—mo)(’5)}
= 11] itX {( *
— -a.3
1.(y, mt») y E Bp(,q
0)(’5)} = c.kíM O
para (¿e, it) E BR(x~.~m)V) x [it».T[. F>on tiento.
~—kt(»* -a)Qr, it) = A(¿e, it) =O, (¿e, mt) E BRQr....m)<j’) x [it,,,w[
cíe donde sc sigue el resultado. E,
Corolario 6.8
Si FI vee/fica (6.1), A E 11k, /3 111. —Y 11k
mmmm E C (11k”) enitonce.s el problema
(l’>)~ { um — H(Va) + A/3(-mí) =
-a(.. oji mr
e-mm 11k? Y l1k~
emt
admite, a lo sumo, míria untea solución fuerte de viscosidad que, a de ni as, e.s
oitmnmaa. n
6.2 llamiltonianos no lipschitzianos.
En es ta Secci¿í Oxte>.]ciemos la prop i ecl ací deh (3d)! mo cíe dope>] del] (7ia a um a clase
cíe Iíamnihtomíiaí>os com-m coT]lpom’tamr>iecitd) j¿0I ilioTviicO.
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Definición 6.9
Se lhan]a imiódulo de eonitinuidad a toda función creciente e IR+ —Y 11k.1.
verifica-mício
0(01.) = O y é(r + s) =e(r) + e(s), r, 8 2> 0.
Observación 6.10
Ti fumm ciól> u E C(O) co>] O c llh<M , M 2> 1 aclm i te un ínccItílc> yle
(7(>n ti nuidací local ciado pom’
CK(r) = sup {QK(’S) O < s < r}
smOlm<l0
OK(S) rE sup {¡-a(:n) — u(y)¡ ¡u: — y¡ < .s. 3:, y E K~
j>itmit cimdla (70>r>pacto 1< G O. o
Lvi has pruebas que sigtien se reqimmeremm resnhtados tecmí icos que ligan eh cón—
cei>tc> de sol ii(7iOm] cje viscosidad (701] ha apani (71ó1] cíe extremcms locales. i)esta—
(7amnos entre todos el siguiente.
Lema 6.11
Sea (9 tín .subconjanto acotado de IBM M 2> 1, z~ E (SA(O), u E ((O)
y w CG (9 an conjunto abierto tal que
8(w) rE sup {(ti’ — u) Qn) ¿e E w} 2> 0 (6.7)
1/
niax {Qn* — u)(¿e) ¿e E ¿3w> =O.
Entonces, para todo e 2> 0 exisiten ¿ea, y~ E w y le = le(¿e~, y
0, o~ u, w) =O
vem’íficammdo
¡¿et — 7/el < e y 0~) — u(y0) > 8(w) 4sji
Bp E D
1.m,*(¿ee) fl JI)—u(y.3 con ¡p¡ =2 + lee)
siendo
¡1 = ii]¡tx {¡¡v[¡mpo(w), ¡¡tí¡¡LcC(w)} 2> 0.
CAPiTULO 6. EL o:ONO DE DEPENDENCIA.
Demostracion.
La d:olldiiciOi] (6.7) implica ha existencia cje ~ E w tal cjíie
Cci s clereí nc>s las siguiem T tos fmmnciom-mes:
1. i¡ E C~(iíé>.) cd>n O < i¡ < 1, ~(Qji mr J, >./(~O mr O si ¡3~1 =1 y [7i~¡ =2.
2. í¡,Qe) = >.¡ (i) ~ E j1kM, para ¿ 2> 0 lijado.
:3. e(r) rE {¡-a(3:) — [u:— yj < r, ¿e, y E IR.N.¡} ¿e >0.
I
2(r+c)
4. 4’(i’) — 9
r1.o
— e) <1.s <lo>> míe e 2> 0 es uI]a consta>.í te
‘3
míe ve>’iii (7a u’




‘-1’ E C>.(IR1.ji ~
debido a c¡ue ~(U
1.ji = O y (-o’ — -mi) (>~) 2> 0) Nétese <ji le
un a ful] (7 tnm >71’O(7i dtl]tC (7(l)>.] las 1> n&>p ie(¿l ax¿ies
iIP(r) = r-í- ~ u’
~mQ.2)=Q(?’), ¿e 2>’ 0




01) < -»yiji —
Jrii]al mí-meí-ml;e commst>.’uíu]c>s la fmimmciém] (1’ w Y L~) IR cietmrmi<ha cc,mmmc>
~l~(u:,y) = i,*(¿e) — -mí(-m~) + :3~u¡/fu: — y) — \lJ([¿n — y¡2)
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En efecto, sin pérdida cíe generalidad, podemos supoi]er (lije ¿e E 6w e y
(en el caso general se angn]r>enta de forma análoga). Así, se obtiene
<o -
~(u:, y) = -¿<(¿e) — u(¿e) +u(¿e) — u~(y) + 3¡uí/f¿e — y) — ‘Id[¿e —
=p(¡¿e — y¡) — ‘I’~¿e y 2) +3p <
l>cr otr~t parte, para el punto z E w, se tiene, a la vista cíe (6.9), cíno
4m(< 5) mr v’(5ji — a(S) + 3/17//fO) — ‘li(O) > Sp.
Pc>n tanto,
sup {4¿>(¿e, y) ¿e, y E ¿)(w Y w) } < Sp
< ~(i, 5) =sup {«~, y) ¿e,y E tú Y tú>.
l.)e est~t forma como tú Y tú es un sul>conj imto &:oinpa&:to de j1k,M Y
¿es, y6 E tú tales cíue
4~Qr6, y6) = sup {OIl)Qe,y) ¿e,y E tú Y w}.
Adom >.-m ás,
mr v’Qe5) — u(ye) + 3¡uj6 Qn6 — y6) — ‘1’( ¿e~ —
< 2p + S¡it¡5 Qn5 — ye)
(Jo>.] Sem7ii en ente,
wQr5 — ye) 2> —3
y, pcmr cieltun (7101]
Ccnnc iJi es creciente y íí/fO) mr 1, por (6.10) se tiene
— u(y6) + Sp — ‘Ii(O) =ti’Qn6) — u(y6) + Spí-¡5Qn6 y.3 — ‘i¿~¿e6 — ~ 2)






con It> cine d:01711>.ílniOs (6.8).
uSI
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De esta fcnma, para cadí a ¿e, y E tú se sigue>.>, cíe (6.10), las dlesiguití ¿ lades SI
-m<Qí½)— -a(y5) + :3p-t¡/f ¿e~ — y5) — tIiQnn, — 1<2)
={ ji + 3p±m5(¿e— y5) >4’(¡u: y[2) u’
~ijt~ + 3gíí
6 Qn6 — y) — tJi(¡¿e5 — y¡2 ji. ‘u’
Así pctes, si consicienamc>s las ftminc>.ones
p-mQt:) mr uQi6ji —
3¡<>.í~(¿e y~ji + ‘¡([¿e — yJ>.ji 4’
y
y
2(yji = -u Qe6) + :3~n’m6 Qe. — y) — xli (¡¿r6
_ 4’
se t jet-me cjc¡e cpj 501] dmfeneiicíables cmii — 1 - 9) con
Sp ¿e~ — y5 \
V~Qe5) mr ——Vr; ) + 2x11’([u’5 — >.~[2)(~ — y5) mr Vso2(y5ji (6.11)( 4’
¿7 6 ¡
y { Qn’ — p-mji Qn,) =Qn’ — p<(¿e), ¿e E tú 4’
(u — S~2)(Ysji =(u p2)(y), y E tú.
Aplím7an cío> ahorit la Pmp osiciét~ A. 19 dcl Ap6>.](lico A. cíe (6.11) se cd>>.] elítm ye 4’
VY>. (u:,) mr Vy2(y~) E ID~t>’(¿n&) O ID— -a(y5ji
[7s~tmQnc)¡mr 7y2W¡ =2 (Sr + lea) SI
donde le es una constatíte positiva cjíie venifica, 4’
le=“1>’(¡¿e6 — y6[). U
Observación 6.12 4’
El Lema (3.11 generaL za u>.> nesul taclo> de [Cr—Li2] .
u’CJ omm’> c> ya ce ti] ei’>t amos , ht extet] 51 étm que adj ir> c:dmnsi deratm Ii (>5 tUliO dli lO’ VOl
c(l)ii hamiltdmiar]os col)>.] coníportanííentc> 1)01 íno$niico por lc que nc,s nestri ngu e— SIritmos al <70>.]j itiitc>
¡p¡rn—’l + q¡n>’
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donde A 2> 0 y ir> > 1. El carácter ‘superlineal de estos hauiiltcmniitnos nOS
lleva, también, a argumentar sobre funciones u 11<»>. Y ]0, 97 [—YIR localníeúte
lipschitzianas para lo cine resulta conveniente utilizan la notacién
0<it-<97}<+L[uQn, it) — u(y, it)
,
=le,¿e,yEB~(0ji,[te y
para o’, ~ > O.Siguiendo las líneas expuestas en [Cr—Li2] y [Dii], nuestros
ritzo>.]atmn metí tos repositt] , eseticialn]ente, en el síguio-mte resultado abstracto:
Teorema 6.13 (Comparación hiperbólica)




ver-ficando V-,z =O y ¡VV-rz¡[~ =n para alguna
pendienite de 7?. Sean y E ÉSA (Ba(0) Y]O, 97[ji y u
-¡‘espectivamente, sol-aciones de viscosidad de
tím =H(Vu)
(6.12)
consitanite mc 2> 0 inle-
E CIA(B~(OjiY]0,97[),
en B«(O) Y]O, T[
en BÁ¿Oji >40, T[
donde o’, 97 2> O.Si H E PA,>~ y u tiene la propiedad
L~T <+00’
enitonces para itodo (¿e, it) E suppVR se verifica
donde
(mí — -a)Qz:, it) =(y’ — -a)(u:. it) < max {(~* — uji(y, s)}
7?’ A (i + (1 + cQn))
con





si 11<1]] <2 (6.15)
suppVR C BojO) Y [O,97[. (6.16)
CAPÍTuLO 6.
Demostración.
Si>.> pendida ole generahciaci Jl)Odieliidl)5 stm]pc>n en
Al m]iaX
(y,s) mEC>(suppV-c<)
EL COLINO) [)E DEPENDENOLiA
(e>.’> O7it5d> oto¿>ntrario it>.’gnuientarian]os o7c>n las fur> o7icl)nes -mí” — Al y -mt) po¿mr lo cííie
basta cor mostrar
Qn’ — uji(¿e, it) =O, (u:, it) E stmippV7?.
Para ello> prol)cecle>.lios pc>r reeltmi ccio)i] al absurdo: IijO>.liOl)5 7? verificanclc> (6.14-ji
y (6. 16) y st>.po>.igaenos q mio existe Qn, ¡ji e supp 127? tal cjuio
(-u” — -mí) (2, -¡ji > O.
(Jou-mo íl)itna citcl>.t ¿ > O kt fun ciéí]
(¿e, it) y—Y ¿V7?(¿e, mt)
es nc negativa se tiene
Qn’ — -a + ¿12-,>. )QZ, -¡ji 2> 0,
por lo dime
SLtt5pV’R
A ccmnt iii u ación co¿mnsi di eram os la fun (7 Ct]
sup Qn’ — (u — ¿Vp ji) > O. (6. 1 7)
=k(u:,it) = (u’ — u + 612g) (u:, it), Qe, it) E 8 U jl)p 127?..
(hl)tm-m-mol) 9$ E SCS (supil)Víz) y smíp~l)127? es compacto. existe (z, r) E suppV-n. tal
dlm>.e
9$Qn, it) =c~$s, >4, (¿e, it) E suppVg.
Obvi amente. pt>.edie>.] prese>.> tarso bs siguientes otasos:
1. (z, -r) E ó (supp Vn) . Entcnces
12r O en ¿9 (supp 127?) ímnplica
-aji(y, 3)} mr Al mr9$Qz, >4 mr (v,sjEO(supvVr¿)
de dlot]do sesig-mie
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2. Qn, r) E supp127?. Ahora, a 1)artir de (6.17), se deduce
9$(z,-r) mr sup (.»* — (u —¿127?)) 2> 0.
O(snppV-p)
Ccmn’>o -mí es cOlti>.]lia, pc>r el Lenia 6.11 sabemrmol)s q míe para cada ¿ > O ex-
iste (¿ns, mt,) , Qh, s,) E int(suppV’p) y le = le(u:~, y~, -mí’, u—¿V~, int(suíSíl)V-n)) 2>
Cl venifio:anclcv
(a) ¡u½— 7/el + it6 — ~e < 6~
(b) o~ (:e~, it,) — (u — ¿VR) (ye — Sc) 2> sup
SUm)LW.~
(.mi* — (-a — ¿Vn)) 2> 0.
((7) 3 Y>. ,1>2) E D1.-v (¿ea, it,) (-1 ID— (u — ¿Vn-) (ye, s~) con
¡P>.I + ¡1>21 =2 + lee)
(¿loI]o¿105>.
= níax {IV¡¡Lc.3(SUPPVR), I¡u — ¿V’nI¡Lo~(stIppv.R>} 2> 0.
Cc)mseo:.ucntementc, se tiene
(pi,,’,) = {
(7dmci lo> clii e
para ~tlgtmin






(p’,p~) mr (~1’ — cVV7?,¡4 —6 (12R)t)
(Jo¿m m’>m cm se ve nifi <¿a.
H(p~) y ~ 2
>
la relación anterior colidno7e a
<HQ4) —
o, ecjui vajenteinente, a
6 (V7?)~ =H (¡4 —eVVR) — H(pfl.
Pcmr o¿mtra i)arte, a l~t vista cíe la notao:ion emr> pleacl¿t, se tiene
(6.1 8)
I~[ i=L”T(“7
EL CONO DE r)EPENr)ENCIA
A sí. la- ciesigualcíad técnio:atm
(r + .
3)uiv”I =cQrm)(±’’” T + .3~t, i~. 5 ~ O,
cl01]cíe <4 mu ji viene cl ad it omm (6. 15), y la. j¿ nop i ecl acl FI E PA,’,, 070>>.>. dii (70>.] a
H (p’( —¿7127?) — H(p~(ji =¿A (i + ¡p~ — eVV-~ [fl>—T+ p?¡>
tm) VV-A.
<¿A (í + c(niji (Ip? n>—i + ¡p-;’[”’—>) VV-~>. ej
= ¿A (í + (1 —j— cQn)) ¡~<¡ —1— e(mri)e~~~m [VV-n¡’’’”>) VV-n¡
=¿A (i + (1 + c(mmí)) (L~
1) + ¡VV-nl,
H (Ii’ — ¿VV-ny) — FI(pfl =e + !\C(I]])(EK)”’ ‘) ¡7V->~ ¡
(véase (6. 14)) cíue j tinto 07011 la neh a(7id>>m (6.18) cletermmíi mm
e (V¿n)m =H Ok — ¿7V-y>.) — I’I(¡4) =e (7? + Ac(m)Qín)”<->.) ¡VV7? ¡
[)ividiemchcmicn’ e 2> 0 e>.> ht exp>..o>.sioui ii.Titd1~0T d>ll)tO¡ieI]-md>5
(Vr), =(7? + A<:(¡tmi)(e~)>n’.i) ¡VV-n[
de clonde se deriva un it 07d>lit radí cciOl)T i cdm mm (6. ¡ 2) 1] acliemí dc> ¿ —Y O. E,
Veaníos it <7(l)>.] ti>.>. uaciot] umm resuit aclcm cí u e L mIT iojst ma. la. existen ci it cíe es tas
[ii L-m ci cm mies 127? con soporte en cl 070 TI O
rE {(¿e, it) E IR” x IR1. ¿e E B«..-nm(O), O <mt¼} (6. 19)
Imama o’. 7? 2> 0.
Véase utmía demí,»stranion de esta tlesigiiaIcI~tcI omm la p>ne
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Proposición 6.14
Para cada 7? > O y o’ > O eteiste 127? E <3> (Al72) verificando
12-,>. =O, smíppVR =
¡VV-ny¡K =mc con mc 2> 0 independiente de 7?
— (Vrn)~> 7?¡7Vn¡ en
Demnostracion.
lI)acio a 2> 0 basta o:onsiciei’ar
V-n}¿e,itji f ((o’ — 7?it)í±a— ¿e¡i+a) , (¿e,it) E ‘¾,-n-
donde- 1 E C1(ff{) f(r) mr O si y < O, f’(r) > o si r 2> 0 y f’ E L
(JI anamnen te, si Qn ,it) E hin emito>.]ces ¡ ¿e < a — 7?!, ¡¿m nr lo> cj líe
— (
12’~)t — R.¡VV-n ¡ = 7?( 1 + a) (a — ‘kt)” 1’ — 7?(1 + a.) ¡¿e¡’k/~’
>0
= 7?( 1 + a) [(o’ — 7Zit)” — ¡~k] 1’ +( 1
>0
+aji (o’ — 7?mt)afm
Observación 6.15
La figura ‘coí~o’ no es o7ajl)ri(7b0l)sa; se tm’ata cíe ~thgogenuinamente reía—
cic>í iado cm¿mi í la i clea cle o7~tracter íst icas cíe 1 it ecuao7i¿u en cíen í vacias pitrci itíes. j E,
Una com>secuencía i nínechiata del rI¾n.,í>.ia6.13 es:
Corolario 6.16 (Comparación hiperbólica)
Sea -a E CIA (B
6(O) Y]O, f[) con o’ > 0 y
97 > O solución
it, =H(Vu)
donde H E PA,,, y u tiene la propiedad
L~T
7?. = A (í + (1 + c(m))
para









SIC.xr’Í’I’I3m~I 6. FL (:c)NO I)E DEPENDENCIA.
SIEmítonces para cualq-muer u E .CS..4 ( I½,n) sol-ación de -viscosidad de
>.i¿ =FI (Vm>. ji en SI
(-m; — -mm ji(u:, mt) =Qnt ~ it) <
1< rE {(¿e,it) E IR?
Iitmíi.X
(3,5) ~
- -{Qn~ — aji(y, .s)> , (¿e, 1) E A
Y 11k1. : m E B~7?t(O), O < mt <
r inmn
Demostración.
Basta aph ican e 1 rlyoremm ma (3.1 ~3a- ht tun ciol] 127? dacIa omm (6.20). Reo:m ¿erciese
cjiie el valor cíe 7?. vicíme ciaclcm omm (6.14). o
Observación 6.17
Si u E ÉSA (Bojo) Y [O,97[) es semluciémm do visd:osidla(¿l clo¿>.
‘tm =H(Vu) (IT! A,,7?
cío>> cíe 1-1 E
2A,,ií en ton ces cl el ro-~s milt acto anter íc>r se cl ecl tm (70
¿¿(¿cd) < mt’ Qn,!) n]ax u(y, .3), (¿e, it) E It
cicmnde 7?, mr A.
2. (3 u an ch cm el liii!]] it tol) Li matío 1-1 E P~,, veril>.cit
1-1(p) =II-ip)’” + le
1, y) E IR”
cío> mícíe i’>i > ¡ , It 2> 0, le-m =O y a,, E ÉSA (IR?) tic!>e las pnop i ecl ací es
u,,(¿e) ~ —e, ¿e E 11k? (e> O)
y
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ei]tomlces, p<~>~ el Cc>nc>la.nio 5.38. si u E CIA (Boje) Y]O, T[) es smíp:n—




se tiene ht acotación
217
¡¡ ~< -a*(u:, it) — le1it —1— e
— It(n] — 1)(97~,. — it), (pm,p2) E [)
1.u~(¿e,mt)
pa-mit (¿e, it) E B,,(O) Y]O, 97~,[, donde
1Itmn’’>
( 11] -““.1)
Por ol)tra parte, la condición (6.25) Lace cine (lacio C 2> 0 exista Q ~ O
tal c¡mie
(u»y(¿e) =(e + e)hnV~’ + (3V, ¿e E 11k?. (6.26)




entonces, las propiedades (6.22) y (6.26) cietem’mmnan
¿<(¿e, mt) < (É + e)o’~’ + (pc, ¿e E BojO), O < it < te.
Por ta-mto, para todo (Pm, p2ji E D””u..Qn, it) coi] :n E B,,(O) YO < it <
se vem’íIi07í1.
< u~(¿n.it) — le-mmt + < .mí*(¿.,, it) + O




(~ + e)o’n”-> + e + Ce
Ik.(mn — 1 )~
97~
Ik.(mn — 1) (Teo
4’
2
C,xpÍTut~o 6. SIEL CONO DE DEPENmLIENCmA
IDo. esta fonmr>a. 2
e) o’ + e + (le) 2
Pon tamíto , eL] este caso. podemos ton!an
7? = A + 211W(1 + c(m)) ((É + e)o’IW> + e + (3V) ±1W)
— 1ji97~-.
r rE ~r>in
(70!> 1cm qí lO 50 t iel]e
(-mí — -mt)(¿e, it) =(y’ — uji(¿e. it) < max «y’ — -m.3(y, sji} , (u;, mt) E It
siemído
1=-4 {(u<it) E IR Y JI{1. : ¿e E B,,.<nt(O), 1) < it <
Po>’ o>tnt parte, si el ciato ini cial a,, ven Fi cit acie>.’>> as
—c < -u,,(¿e) < /J[¿ehit + le, ¿e E 11k?
7? = A (í e + le+ le(mn, ¿ji
—> (¿~~‘>
le(nmí, ¡ji 4 2~Tjt + c(m)) ~!>i
—
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Observación 6.18






limn sup (u~)* (:e, it) ~
hI’4+oo ¿e[’»-> kte—it) O<it<976.
(vo$-ase. la. Olr¿’ervacié>.’> 4.92) em]tcl)m]ces, para cada, e 2> 0 existe Q 2> 0 tal que
-a~(¿e, it) =(u~)’Qn, it) =(e ~ ) t7
Así, para todo (pi, P2) E ID-m¿*(¿n, it) con :n E B,jOji y O < it <
¡Pm 1’” u’Qn, it) + < 2«~ + e)o’T + e + (3V
— R(m — 1 )(‘T~. — mt) — R(ní —
se verifio~a
E,
Veamr> os it ccmt it] IIao:ióm <ji] e la est inia<~i émm anterior p necio preci sarse apLi—
cití] ¿lo¿m ha pncmpi edad del o:oi’>o cíe o¿iependeno7ia c¡iie vi inos el] el Teorema 6. i para
el caso lineal m = 1. La cliferencia esencial o:on la (70mparacién 1-mi jl)erbóh i o~ es
cjtie abcl)ra pociemos evitan el conocimiento previo en la ‘frontera lateral’ del
o:oro. Conci’etamente.
Teorema 6.19 (Cono de dependencia)
[)ados a, 97 2> 0 sean -mí E ÉSA (Bojo) Y]O, T[) y u E
solucione.~ <le viscosidad de
Vm =[<(Vn){ tí¿ =FI(Vu) en B«(0) Y]O, 97[cmi BojO) <JO, 97[
donde 1-1 E PA,, y y, u tienen la propiedad
LVT <+00 y L
6~ <+00.
verifica
CIA (B«(0) Y]O, ~F[ji
(6.29)
CAP IT 1.1 LO 6. EL CONO O E t) EF’ EN 1) EN ol: lA
I&,mtoímces existe 7? = R-(A , mm’>, o’, ~, -mi, -a) > O ital q-míc
(ti — mm)(¿m:, mt) =
1< rE {(¿e, mt) E IR?
>.nax
veB~ (»)
Y ¿e E B,,~±(Oji.O < it <
rE mm’>im] ~ -~}
Dernostracion.
Fcmnmnahn’>o-=iite, 1 a~ Itípétesís cleterm iii mii ami
(mí — ‘a)m =11(7-mí) — [<(Vii) <t A (i + ¡V’m;¡”’-m + ¡S?~¡>u—í) ¡7(-t
I’>ara. (:c,it) E IR? Y] O, ~j?[ Pon tanto, si para cada (¿e, it) E B,, (O) Y] O, w [(¿[oíl—
iiiLmtmo¿ms
7? rE A (í + + (6:30)
tol> ces 50 ven Fm ca
Qn— u» =‘/Z¡7(-mí — -mt)¡, (:e.it) E B,,(O)x]O.-r[
pol)n lo cjmie el ‘Teoremi’>a 6.1 perr>.íite cori~:i ii>.~
n±ax {(-mí —
vCB,,(»)






Si -a E LA (B« (O ji Y [0,97[jies sc>h Ti(7! dl)i’> cíe viscosi clacl de
mr 11(7-mm) en
<Irimiole H E PA,,> ~y-mm tiene la ~.>>.opicwia.<l
L’% <+00
CLI to ¡ Lees poden’>dl)5 mr>ejorar la estini aciomi dad a en ¡a (i) bsú:n \‘acic;n 6. ¡ 7, > mos
-¿¿(u:, it) =-mm/fu:, it) < >tmtmitX
YE Da (i¿>)
-fly, Os), (¿e,!) E It
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Observación 6.21
En el caso ¡l)articuiar en cine H E P4,»~ verifique (6.23) y el datcl) ini(7iai
u,, E CSA(IR,N) tenga las propiedades (6.24) y (6.25) entonces para toda
u E CA (BojO) Y [O,97[) solución fuerte de viscosidad de
= H(Vu) en
se t íe>.’>e cíe fcmnmr> a it’> mediata la ao:otao:ién
o’m—I +e + (3V \
~ =(Áe+e) — 1)97<>. ,I
(véase la Observación 6.17).
Observación 6.22
1 PA (70i o:ide ex ao7tameí’>te. con,tm ci , - el conj unto cíe los l’>arr> i 1 tonia>.]os bps—
cbítziamiol)s cíe constante A. Nétese cítie la demostración del Teonen’>a
6. 1:3 s~gí me sie>.’>do válida para el (7itSO particular ni = 1 ¡~~tra el que
(6.14) tomr>a la formna 7?. 1 A. Por tanto, e>.’> este cascm, mío se nedíu]ere
ninguna lill)étesis cíe acotación sobre LV T y L~ ~ , a- diferencia cje 1cm que
«‘2 ‘2
ol)curre ccmm !r> > 1 (véase (6.29)). Ls decir, en el o7asol) mí’> = 1 tmasta ll)edli
que y E CSA(11k? Y]O, T[) y u E CIA(11k? Y]O, T[ji sean soluciones cié
t =R¡Vv¡ en llk?Y]OT[
1”
u< ~ íkjV’u~ en IR» >40, T[,
respect i van’>ente, tal o:omo vimndms ei-m el 97 6.
2. La p>.’opieo¿iitm¿l <¿leí cono cíe o¿iepen det]071a es niás pneo7isit (y m’>’> ás gravol)sitji
que la n’>ena comparacién hiperbóh ica. Por eso, a la cc>mr> panao:ién íntíñia—
n’>etm-m te relitciomí ada o7on la ptm’opieclam¿l del 070110 la híenios calificado o:on’>o
fuerte-mente hiperbólica. Una vez niás reiteran’>os cine ha aparición del
exponente ni — 1 hace que j>ropiedad del cono sea más ‘ccmstosa’ cuando
mn 2> 1 cj’me en el caso tu = 1, di~tdio qmme rec¡uenimos trabajar eon la




CA[’íTuLo 6. 4’COLINO DE DEPENDENCIA
(Jomm la ncmtaci é] 4’
{u : IR” YIO, 97[-+ IR: L4,1- <+00}
Corolario 6.23 (Unicidad)
Si II E ‘PA ,u~ y u» E C( 11k,N ji entonces el pro bíe-muit de valor inicial
i-m~ = FI (Va)
-¿¡(., 0) =
SI
en IR.” Y]O, T[
en IR?




Al gil al ci ile Li cti ir> 05 e>’> la 5!]bseco:i iStí anterior. fin al i ZittiiOS ex tem’> chi el>
la pmo¿mpieo¿lao¿i del cono o-le clepem-mdencia a la e<7tm]aO7iOn jl)emttm>nIl)a-da.
Corolario 6.24
Sea 1-1 E PA -
LSA(ilk? Y]O, 97[), u E CIA( IR? Y]O, T[) soluciones de
A E 11k., fi : 11k —* 11k. loealmemmte lip.s’chimtziamma y -mí E
¿ij ~ H(Vv) + A/9(-míji
y
u¿ =H(Vmm) + ><fl(u)
cm> llk?Y]O,T[
emm IRNY]O.97[,
-cespectívamenite. pa-ra. algan E 2> 0, tales que
L<~ < +00




(-u — -a) (¿e, it) < ir> ax { (u — -a)1. (y.ito): y E Bv«,.....m0) (‘5) }























5o:~ ven ib cit
(-mí — u» — R~¡VQv — u) ¡ + A(fi(vji — fi(a))
=(‘u — u)~ — (H(Vv) — H(7-u) + >«fl(v) — fi(a)) =O
cmi BR(r....t)(’5) Y]t», -r[, obteniéndose el resultado a partir del Corolario
Observación 6.25
LI m’esultaclcm anterior sigile siendo vál i cío o:tmianclo reemplazamos
6.7. - U
ha. lij~s—
(7hlitzianidadl local cte fi por otras hipótesis. Lseneialmente, se trata de de—
mi’>cmstnan qtme mo existo un n’>axí mno interior positi yo cte y — u. Nótese cl míe la
ab!’!’>] a<7ion a>.’> ten i cmi’ se signe a partir cíe la reí itci óíi
— zi)t — 7Z¡V(v — u)¡ =O en [zí > -a] (6.:31)
itm’glmmm]o1:ntando o:c>mo en los resimitaclos anteriores. En pímrti cííh ar, si la fi’> vi o;ióí-m
í ~Y Afi(r), r E IR.
es creciente, entonces se ven fica (6.31) pímes, en tal cascm
(u — u-» — 7?¡VQí — u)I =Qn — u), — 7?¡V(v — -u) ¡ + A(19(v) — /3(u))
=(-mí — u)m — ([<(7-u) — [<(7-u) + ..-\(fi(-mí) — fi(a)) =O en [y > u].
Corolario 6.26
Sí H E PAn,, “½E IR, fi : IR. —* IR. es localmente lipschiitziana y
C( 11k?) emmitonce.s- el problema. dc valor inicial
E,
u» E
(y’» { ~ =H(Vu) + Afl(u) = O en IR.”Y]0,T[
en iR»
ad-mmm.íte, a lo .s’aím±o.-mata untea solución fuerte de viscosidad en la clase
Ls flL«~.
U»>
Ad - mmm.ós, si H vem’ijica (6.23 ji y tío itiene las- propiedades
¡nitres (P ji ticne,
<3(11k? Y [0,97[).
a lo ‘saíno, -ana -¿¿nico .s-ol-acíón fucrtc
(6.24) y (6.25) ¡6n-
de míi.s’cos’idad mt’ E
+ + (L~I)¡1í)
E,
224 cIJAmhiTI.mLo 6. Ei. CONO DE DEI¡ENDENO¿:IA
Observación 6.27
Sea -mt E LA( uÚ Y IR1. ji tu’> a scl)h ~>cioncíe v’isccl)sidladl del Il)r(ml)lel’>ia{ tt¿ — R¡7-m>j>” + Afi(-aji mr O




4’dom> cíe fi es una fu>.’> cid> u crecien>te col) u Áfi ( . ji > U ú~ IR + y ~ mm E <3 (IR?) os
soluciomí <le viscosidad (¿le i~t ecuao7ic)m]
—R.¡Vmím¿i¡’» + Afi(-mí») =O e”> IR.”. 4’(6:3:3)
Si (pí,p2) E ID u~ (.¡:, it) <:0>.> mt 2> 0 elitol)Lm ces, como encl)st manemos o:>.!>
9.5, se venifi o7a p~ =O. Pon tanto, como
li>. 1> >‘dmll)d>si(71d;i
-m¿4¿e, it) =u*(u’ O~) < a/fu:. 0+) < (t¿í,)”(3:) = -a»Qn), u: E IH,N,
1 a í’>’> cmli o¿,tcm u fa cíe fi h ace o¿~ ue
O < ;t, — [<4ir” + .Nfi(u~ Qe,t)) =— B.¡P! ¡ + >fi (a»(:e))




De ti eolio, se lía pncml¿>adcm un efecto regularizanite: si -a» E <3(IR “ji vem’iti
(6.:3:3ji y -mt E LA( IRN Y IR1. ji es sol iciér’> cíe (6. :32) entcmmm ces, ImauL (itdlit 1 2>
O, la fumícién parcial -mt. (., it) E Lipí¿(IRNji. Pom’ tanto, las minicas fmmncmcmnes
local in emite ao:otadas su jl)enionmen te cj me pi’> edemí ven li can (6.32) 5<)!> itdi ti el 1
ci m>.e ti eiíen un a cliv uehút i ufenio>’ 1 c~o;al n’>em te u Il)sch T tzi am>. a.
En jl)a>’ti(7tmila-r, bajo la hipótesis aclicio>.’>al o¿íe.acdl)tacioli glcml¿íal supe.í >0>.’
/3(u,,) < e en
la 07cl)t]dii(7i01i (6:3:3) clete¡’ini>.-ma
¡7¡lfl Afimm,
,
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por lo cilio -a» E Li p (lltN ji cd> n constan te cíe lipscln tz i allí clací
LrE (§1).
Aphica>.’>cicm alcl)ra la accmtacién (6.34) ol)tenemos que luma cada it > O se verífica
¡V-a~(.,mtji¡ =L en IR”,
es decir, cjue la fu m’>o;ión paro:iah m’* ( ,itji E Lip ( IRN ji (701’> la m’>iisn’>a constante
ole Ir pso:b í tz¿an idad que-a». Nótese qime, en esta sí tmíacíéri , la 1 ijl)scl]i tzianiclad
glob~tl se trit>. su’> i te al i mí tenon.
6.2.1 Existencia de soluciones.
Ln la Seccién 4.3 Imicinios un estii(hio general sobre el uso del método de Pc—
tron. OIl)viamente, los (7it505 allí (:olsidieracios ino7ltlye!-m eccmao:iones cíe evoh uciémí
generales entre las d~ue se ei-mcne>.itran las c¡uíe aparecen en los prcmbíemm’>as cíe
(.,c)vitnol Optimo qtme estanios ccl)nsiderandlo. Por tanto, líos limnitaremnos a
tra-sh aclim,r lcms nesul tados cíe existencia col)rrespo>.]dlieltes it estc>s prd>ll)lem’>]as cíe
valor inicial sin imecesiclad de reiterar su ciemostrao:ión. Así o:onsiderarenios
pro1> 1 eíií as cíe Uami o;l-my cíe 1 it fon’>’>a
u1 — FQe, u. 7-u) = O E>.>] 11k? >40, T[
-mio)(PV[;{ u(., O) = u»Q) en IR”
chommmole E E <3(11k? Y IR Y IR.”) y ríl =+~ un ¡mcl)rizoí¿mte, íío mmecesaniamente
mnaximnal en esta etapa de lit exposición, ligado a hos datos del pnoble.ma a
través de las h’> ipótesi s postotriones (6.:35ji c (6.:36) . Nuevaí’>’>e>’>te omm viamrios a
[1s5] cm [Cr—Ls—Li2]para. comentarios mas concretos íícerca cíe la aplicacion
de este í’>’>etodo.
(Jo¿mmí’>emízailí os em’> ulícian cl o nuest no rostí 1 tado o¿ie ex istei 07i a pitnil sol uci ornes
<¿1 él¿m i hes ci eh p mcml] le!u’> a cíe val o m i mm i ci al
Teorema 6.28 (Existencia de soluciones débiles)
Saponqazm¿os
{uí E CSA(l1k? Y [O,T[) : w e.s subsolución débil de (PVI; uc>ji} # ~.
CAPÍTIILO 6. EL CONO DE DEPENDENCiA
-w E E.’> ]~ (¿e, -mt) E IR? Y [0,14
tonca valores Jín tos en Ilt,N Y [o.r~ [,emmitonces tm-’ es solución débil de v-¿scos-m —
dad del pm’ob/enma (PVI; -mí»). U
Observación 6.29
De foruí’>a ami álol)ga se n’>uestra clue sí
u {w E CIA(lFt” Y [o,~~l[) mmi es supensolmiciétí cLébi 1 cíe ( PV 1; -mt>>) } # 0
.~ la Fmií’>clévi
ton’>~m- valones fi Tiitcl)s el’> IRN Y [O.T[, entomices ¿ir’ es soh uo;iémi clébi 1 cíe Viso7d>sidlad
del jl)iOll)ieLi>.a (PV 1; ¿¡c>). U
A cc>miti nimaciémí ciamm’>os mi» res!iIta<lo oit otxistetwia, pitia 50l)liio7i(l)1>es fmiem’tc±s.
Teorema 6.30 (Existencia de soluciones fuertes)
Sea u,, E LSA(lIk?) y supongamos
lEn mt onces-, si la fmimm o:ión
(6:36)
toma mía/ores finitos en IR? Y] O, 1~ [,se veríjm’ca que U
1-. es
-muscosidad dcl problema (P \1 1; u,,). Ademós,
















E< £ {-w e LSA(IR” Y]0, ~J[) ¿-a, es subsolució,m fuerte de (PVI: -a,,)
tal que -mii (¿e, O~) — (-mm )~ (¿e ji, e E IR=} ~0.
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Observación 6.31
Li’> el cascm el’> qí>.e u,, E CIA( IR” ji, si se venifica
£1- 1 {-w E LIA(Hk,N <JO, T[) : iv e-s síqersoluciéí fuerte cte (PVI; ¿ti>)
tal que u;~Qn, 0+) = (u,,ji*(¿e), ¿e E IRN} # O
y ha- fu mm 07i6>]
up(:n, it) = mf {wQn, mt) : ni E ~½.(3:, it) E IR” <JO. 97[ (6:37)
ton’>a valores finitos cii 11k? Y]O, 97[ entonces up es solucién fuerte de viscosi—
dad del problema (PV 1; u,,). Aclem’>’>ás,
up(¿e, 0+) = (-am>)~(¿e), ¿e E l1k.N. E,
Observación 6.32
[)e l’>ecl’>o, si ti,, IRN —Y 11k. está accmtado suíl)enicmrmr>eííte cte
mí» E C~ siendo
/44 {-w E CSA(Ilk?Y]O,+oo[): y> es s!ill)scl)luo7ién fuerte de (PV 1; un)
ta-l cine -w < e en IR”x]O,+cc[ y .tu*(¿e, 0~) — (u )“(¿e), ¿e E l1k.~}
comí e 2> 0. entono:es la fi encién
U~(¿e, it) 1 sup {±vQn,it): tu E £14, (¿e. it) E IR” Y]O, +00[
es scmlución fuerte de viscosidiitdi del prcmbleíi’>a ([‘VI; u»). Además,
u,, Qe) < U~Qr:, it) =e, (u:, it) E Hk,N Y]0, +0<
U~.(3:, 0+) = (.a»)*Q¿), e E IR”.






4 1 {w E CIA(IRN Y]0, +oo[) : ‘mv es s1il)ersolnciól] fuerte cíe (PU; u>,)
C,XPÍ’rIÍLo 6. EL CONO [)E DEPENDENO~:IA
tal cine -mv __ —c orn lR~ >49 +00[ y “>½ Qe. 0+) — (-ti ji/fu:), ¿e E
e m to í ces la fmi íci é>.]
u14¿e, it) 1 mf -{ímí(u:, mt) :w E <4-, (:n, it) E 11k.” Y]O, +0<
es sc)1 1] o7i ó>. fuente cíe vi seos icí ací cl el ll)rdmblema (1? VI; a» ji Acíe m’>’> ás,
a,,(¿eji =u~.(¿e, mt) =—e, (¿e. it) E IR” Y]O. +00[
u~.(u:. (1+) = (-mío)4¿e). ¿e E IR.N U
l->¿ti-a lc~s resítltacic>s chc.± nl! ícichtcl tam-m’>Iiieíi 8e0’11i>.ijíol)5 lc>s ¿7o)1>1<±Tmtii.m’id>5 lict—
h
cbos cmi la Seccién 4.3. LI Pmimmcípio de (Jo mparac ón ito ama a-ho,’a hí smq-mi.íemíte
jorma: si ±‘ E LSA(llk.” Y]O, T[ji y iv E LIA(ffk? Y]O, 97[) son, -me.s-pect-í-ea-
ímienite, s-ub y supersol-aciómm + la nc míación
mí
1 — F(u:, mí, Vmí) mr O en IR.” Y]O, T[
v
t(u:, (1+) =±v.(:e.O~) .¿-e E iii”
v(:e. it) < -mf Qn. mt) < -mmh Qe. mt) < a’Qn.it). (:e. mt) E 11k.” Y]O 97[
De esta fornía, se xeí ifica:
Teorema 6.34 (Unicidad)
Si -mí,, E <3(¡{N ji y se cerÍfica -mi-mt Przncipio de Cornpara-ciómm entonces el j~i’o—
tIc ma (PVI; u,, ji admite, a lo smi-mo, -ana unica solución fmíe-mte q-míe, a<í -mímós,
es conitín tía. E,
Corolario 6.35
Sí -mí,, E C(IR” ji
fanción U
1-~ dada en
es la -mí níca solución
C(IR? Y [0,T[) y
£~ ~ 0. se u e-m’iJica -mí-mí [‘rin e-ip io de (Jo -nípam ‘ac íó-m y la
(6. :36) itn-mmm-a -valores finitos en Ib? Y [O,T[ emítommees U¡’
fuerte (le visco.sida,d de (P VI; -mío). Emm tal cas-o. U~. E
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De fomrí’>’> a análoga,
Corolario 6.36
Si u,, E <3(11k?), C~ ~
fanción up dada en (6.37)
es la -mimmica soluetón fuerte
C(IRN Y [O,Tj) y
se verifica un Principio de Comparación ~ la
toma valores finitos en ff0 Y [0,97[, entonces UF’
de viscosidad de (PVI; u»). En e-sa szituación, HÉ E























D+~soluciones de problemas de
contorno.
7.1 Modelo de la llama.
Como mostramos en el Capítulo :3, el criterio de c;ztropuz permte expií car el
fenó: neno de propagación de una llama mediante la función ¡
~(x, i) = a4~.~(o)W~ (z, t) E x 1R1.
l>retUlRICmOS ahora caracterizar esa representación mediante la teurfa tic las
sol u (51011 C5 de viscosidad (le Hil problema de contorno. Puesto que se trata
‘:1e u a lun (Sión d~ seonti n ita, requerí reinos trabajar con ese tipo (Sol) cueto de
sol luciones <le y iscosídad. Hasta el momento los resultados de unicidad exigían
la cont ¡ u u1(1 ad cíe las sol u (SiOlíes con It) 9110 deL cmos sal var, para e~s te top ¡(SC),
tal ti it ciii tad.
Para simplificar la exposición nos apoyaremcs, en un primer momento
en el caso unídimensional , es decir, vamos a mostrar que la función p (con




1i>u, (pi ,P2) E D~<(z, i), (x, ¡9 E ><
2:31
232 CAPÍTuLO 7.
IBu í rl ni er 1 ííga.r , (7.0mo
= y(r, 1) y yt(x, /) XBa+rdiii)@C);
en cl coiij unto
‘(IR x ll3~) \ {(x,t) E IR x lR~
la función y~ = y. = y es difcreíicia.ble y
(yx(:r. t), pt(x,t)) = (0, 0), (:r,t) E Q~.
huí sup <(u, 1) Xt~(í) Qn), u: E IRN
y
hm iii f p~ (y, t) = XB0(o) (x) , :t: E I¡<N(y,t)—* (ru+)
Veamos que ocurre en los puntos: Qno, t0) E <VQ 1 en los que
[ro~ = a + el.0, t0 > 0.
Eu lo qne si gíie supondremos XI > O (cl caso n0 < Ii se aborda <It, fo 113 a
análoga)
• (tino yá (re ~ 1, 1111 XMCtOi tilii di teccion (le la, re<.:ta (lite i.1tlt~ los
1~i liii tOS
A = (a,O, 1)
(7~8
\‘ Ii? (a + d0,10, 1)
u = (u, 1,0).
Sea 17 = (vI,o2,v:3) E ~0 tal que
i’ 1 17 ~ iY 17 = O ~ { JCV1 + .i)~ = O
~‘:iE IR a.rIII 1; ial lO.
(7.2)
•1
EstamOS uteresad os en eí E az de ji la itOS Sitj) C itanqe utus a u cl .1 ito
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Figura 7.1: Gráficas d.. las fí.¡nciones < y y~.
u sólo nos i ííteiesan aquellos en los que las coordenadas l)j y y
3 tienen
ti signo opuesto, es decir,
‘Vi y3 ~ O. (7.3)
Así, la ecilací oit <:I el plano (letern3 ¡nado por los vectores 17 y 17 qtic pasan
p<II los pu títos A ¡ B es








Figi.íra 7.2: Componentes y1 y y3 (le! vector y.
2:34 CtxÍ’ÍTPII 7. F)+s(’)1Ir(.¡(INFC
(~l01Itle (it1, “~‘2 .‘it.3) SOR las componentes del vector
1 0 0 e e
n=’ux17=( ‘<>‘2 ‘03 ‘¡1:3 ~~1 ‘0j ‘02 ) (‘03, — CV3, tOu — ‘01).
La relación (7.2) ¡‘íeííííit<~ ú’s¡íibií~
‘it = (‘u:>. —uk3, —(1 + e2)’u1 ),
~J(iI ta¡ito, la eclíacion <leí liaz dl:.~. planos tille buscamos es
— a) — col (1 + ¿~)‘o~(z — 1) = O.
Es decir.
z = 1 + pdn — a) + pft
(701)
(ni , w ) = ((1 +~‘~2 — $j ) e [t< (a + el.0, t~)
Por tanto, a partir de (7.3), se ven fica
7>2 —(21)1 = C Pi, (/)1,1>2) E [)+p*(a + (7tg, ~
Luego < es si.íbsolí.ícíon fuerte de viscosidad de (7.1).
• Ahora ~ (u:o , fn) = O. Razoi i ando coí no en el caso anterior se ob tiene
<lije
z = ní(u: — a) + 7>21
es la eci.í ací¿it del It az de planos sub tung e ni es a la gráhca de y. en el
I.)iiIlI;() 13’ = (a + el0, 4,0) para
(n’ ,n2) = ((1 j ~ $j ) e Jitscda + el.1, t~)
y las (7011) poneiítes’ol y ‘o3 del vector u sigilen verificando la condicion
(7.3). Poi tanto.
7>2 = —en1 = <ni, (ni, jt2) E Dy~(a + el0, t0).
por lo y.íe y. es supersol ¡<clon ftíeíte de viscositlatl de (7.1).
a
u
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1’ ana el caso genena~l N > 1 las deas geométricas anten ones son delicadas
de llevar, por lo que íiti hzanemos argumentos analíticos. Claramente,
(\7y(x, 1), p~(x, 1)) = (0,0), (r,’t) E QN (7.4)
<loi’i<le
QN (IRN x 1R~) \ {Qr,t) E 1R~’~ x Ift~ = U + ej.
Si a:úi = a+eto con #ú > O, considenemos un elemento (pl, 1>2) E Dtp*(xo, ‘ti).
(Jomo / (u:o, t0) = 1 entol) ces
<(ci) =1+pí . Qn — x0) +7>2(3 —t0) + OCX — xci + ji —iofl.
La elección z = x0 y 1 > ‘tú hace que ~*Qr.1) = 1; <le esta forma,
7>2 =O. (7;5)
Adeunás, si :r E Ba+ct(O) entonces y*(:r, 1) = 1, por lo que
O =pí (x—xo)±p2(/—tú)+o(¡z—zol+ ¡t—’to¡), x¡ =a+et.
Figura 7.3. = a + el con t > l~.








= ¡x0] + ¿ = o + eí<> + e = a + el.,
236 CA 1 IT U LO 7. D+~~S() L 13(1:1<) N Ls 4
por lo que reen>¡.laZ¿ui<lo en (7.6) obtenemos 4
0=5 loo tu) +0(5).
¡Xo~ + e
Dividiendo por z y haciendo ten dei ¿ —> O se tiene
e




= j37o¡ — = a + el.0 — ¿ = U + el,
O 4
Figura 7.4: x¡ o + <~ X 4—*y 0 o (7011 1 < lo.
por It) qne snstitnyendt> en (7.6) se obtiene
~ =—¿ . + is) + o(s).
I~) iv i dic n do nuevamente pon e y b aci en do teí u dei e —* O se llega a
1>2
:tfl + — < ~ (7.8)
¡Xuj 6
De esta fonma. a partí r de (7.7) (7.8) se ven (‘¡ca
(7
7>2 — ~í :r~) (7.9) 4
l~)¡st ¡ ngí¡ irnos <ilos casos:
‘[it relación (75) implica, por tanto, que pi x,, < O.
4
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Si Pi = O, la relación (7.9) implica 7>2 = O. Luego,
(0,0) 6 D~y<(xú,to).
2.81 1¾# O tomamos
PI
u: = :eo — e—Ql — t~)
¡Pl ¡ col) 1 > t~.
1>1)1<)
[ej < ¡:ro¡ + eQí — t~) = U + el.,
dividiendo por 1 — 10 en la expresión (7.6), se obtiene
O < (—e¡p1¡ + 7>2) + o(Jt — t~¡
)
1 — 10
con lo <ji¡e bacíen <lo tender 1 —* ‘t¿~ se venítuca
7>2 =e¡pi¡.
N¿tese qlíe pon (7. 1 0) la desígí ial dad anterior es tamí>uen cienta cii aíu do
pi = O.
De esta forma, a partir de (7.5), (7.9) y (7.11) se obtiene
e




1>2 = — Pi lo0
¡XO¡
= chi ¡~ (pí,p2) E [)+cp*Q~0, lo), :no¡ = a + e/o. (7.12)
Adeniás. como
—Pi lo0 = ¡pi ¡[co¡ ‘~. 7>i = —a ¡ loo con a > O
la relación (7.12) permite determinar el conj unto superdiferencíal de la función









(201330 p~ = — ( ~ argí.¡ mentando aií alogaíneute se obtiene
[Yjo~Qr,1) = IY (—(—y~) (u:, t) =
1 7» ~ Lii ~ o -j— el
= 1 <ntv~)} ~ j ej = a + el. ~
>7.2 Definición de las D+~solucíones.
Ciuandu el baníilt onuano es < <i~vexo, a p<~ tu del Teoi eul3a de Veril3 a’ [013 se
ex tu ae ti pro pi e<Il ad es II) te res arites.
Teorema 7.2
Sea 7< ‘una Juneio;z ConveXa y u E C«4( 113N x ] O. T[) . T < +cc,
so/ación de viscosidad dc la ec’uaeíon
— ‘H(V u) =O en ¡~,N x] O, T [. (7.1:3)
Entonces, para lodo (x, 1) E ll’<N x ] O, T[ se oer4fica
7>2 =‘/-((p~ ), (7>1,7>2) E D~ ((‘~<) (x, 1) u [Y’u4:c, it).
Demostracion.
Por el Teoreu33 a 4 .74 (de VeNfi <~aci¿43) s abei1305 q líe para catí a (u:, t) E
~] O, ~f[se cu.1n3 píe
— ~s, / + .s) =u~Qn, it) — ~+~Y),O < s < T — ~c i)(W)
(vÉase (4.72)) pon lo que, toman tío cii vueltaS superiores, se llega a
— ~s, t + .s) > (uú*Qc. 1)— sfl*(~) O < s < T —1, ~ E DPI’). (7.14)
Por ot ra~ parte, de la definici& si (p~ , 7>2) E [)+ ((it,) * ) (~ , /) ent )I3 (2<
— a, i + s) < (u)’Qc t) + (/>2 — Pu ~).s + o(( 1 + VDs)
que, ju.113t0 c013 (7.14), condneeuu a
$7<kQ~) =(1)2 — . s + o( (1 + V[)~), ~ E [)Q7~f*)
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Di vid~endo la expresi n anterior por •s > O y haciendo teíí<ler s —* O se obtiene
7>2 =Pi — 4r1*k) ~ E D(W).
r
1’ U)’!) <lo ahora supremo el) ~ E DQJ.t*) se tiene
7>2= H*~(pí).
Finalmente, la convexidad de 7< y el Teorema de Fenchel—Moreau cou3cluyen
el resu.í 1 tado. o
Observación 7.3
£13 las condí ciones anteriores, su u E C( lRN X JO, rf [) enton(7e5
1>2 =H(~’)~ (pi, p2) E D~u(x, 1) U [)u(x, 1).
Corolario 7.4
Sea 7< una función convexa s u y u E LL4(IRN x]O, T[), T =+00, una
solución de viscosidad dc (7.13) con la propiedad
(u~Y = u* en ff0 x]O, T[. (7.15)
Lnitúncr.’:s, para todo (x, 1) E ~<N x]O, T[ se verijica
1>2 = 7<pí ), (7>1,7>2) E [)±u*(lo, 1).
Observación 7.5
1. (30u330 ya l3em05 comel utado, la piopietiad (7. 15) es verificada por <:uialquier
funcióu) ‘u E SCI(IIIN x]O, T[). No obstante, existen funciones ses. con
la p rol) ietl ad an ter ion como, í or eJ (133 pío,
[ej < a + el<lo, it) Xfl~+~~(o)(x) = { O, jxj > o ~.
2. Obviamente la propiedad (7.15) es unas general que la continuidad. En
efecto, la fíll3ción f IR —+ IR dada por
lo SI x#O1 si x=O
veríhca j E SCS(IR) y (t)*(x) = ft(x) = lo, x E IR. En cambio,
(jj*(O) =O~ 1 =j*(O).
o
Jj)~ —SOLíA (3 lO NL5CAl’ ¡‘1’ IILO 7.240
A la vista del Corolario 7.4, 1)0(1 ei3)05 in t rotí ucí r tu u a 13ocio u de sol í í ci¿ u
de x’ i scosi dad para problemas gen erales de con torno
u, Va) = O en O{ ‘It rs 9) en 60, (1”)
Ionde p : 60 —* IR. qn e restl ita 113 lIS (70uvei~ ien te en los 13)0 tIelOs <j u.u e ií os
oci.u u. Esta quieda recogi da eu3
Definición 7.6
Sea O c íí{M M > 1 y YC C(O x IR x n{M)
1. u E ÉSA(O) es L)±~soh¡eíónde viscosidad (leí probleiria (P) si
sr(2. u~(z),p) 0, p E f)±i¿*U) 2 E O
y
lun suip u*(y) = <(e), z E DO.
2. ‘u E CIA(O) es D—.solueión de viscosidad del problema (1>) si
F(z. u4zfl>) = 0, p E Du~Cz), z E O
y
li!i3 ii3f’u4y) = p~(z), z E 60.
y—It
Para hau3ii iton [111)05 estiictaiuiente (7ouIVexos. el conj u.íííto su.u peití Feuencia~l
de las [)+ —sol ucion es es. con ít> mos t ral)) os a coi ti n uaci 01). ui~ taí¡o o yacío.
Teorema 7.7
Sí 7< : IRN ‘—> IR es estí e/amente conve:ro y u C CSA(IRt x]O. T[). T <
+ 00, cs D+ —solución de viscosidad del pro tierna{ u, — +t(3z) = O
u(, O) =
en ír~:~ x]O, rii[
en
entonces, para cada (x , 1) E IRN x JO, T[,el con jil nito D+ u * (:r 1) corític’¡¿ e, (1 lo
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Dernostracion.
Su pongamos que D+ ‘iC (:r: , it) ~ 0 y sean
Como los <7onj untos semidiferenciales son convexos, entonces
(Api + (1 — >~Jq, A;%2 + (1 — .\)q2) E L)+u*(lo, 1,)
(7>1,1>2), Qn, q2) E D+u*(x, >4
iara O < .\ < 1.
De esta forma, cou3o ‘ucs D+~solució¿3 <le (7.16) y Hes estrictamente convexo,
Se tiel3d
Ap2 + (1 — A)q2 =
7lOpi + (1 — >Qqí)
< >
t’H(p1) + (1 — = >4>2 + (1 —
It> (ihile implica
(7>1,7>2) = (qi,q2)
(pues, ci> caso col3trario, se llega a una contradicción). o
El resultado aI)terior es completado por el siguiente lema técnico:
Lema 7.8
Sea O un abierto de IRM M > 1 y iv c SCS(O). Si para algún ~o ¿O
st veriflea
L)~w(zo) = {Po} CO?> />0 E IRM




Sin pérdida de generali(lad podemos suponer
= O, ív(zo) = O y Po rs O
~> íes, en otro caso, bastaría reei’u3 plazar iv por la fumci(13
W(z) = ‘w(z) — ‘tv(s
0) — í> . [e— so), z E O.
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Por otra parte, el caracter u.! u3 i tar it> tiel c013j itul to 1) + ‘to (O) Liace q uLe, 4
e E IRM coiu j ej = 1, se verifique
<Ye ~‘ D~’w(O) para 5 > O,
11.1 ego
p(S) 4 ~ w(z) — Se > O, <Y > o.
1 -I O
[)e es ta forní a, para cada 4 0 y e > O, se veritícan las des igu.ual d ades
(pr) — e) =tu(s) — Se . s < o(jsj) — de . z =o(j<) + ~t~k[ej ~< 1. (7.17)
Así pues. div ~di en de> la ex p res i ¿13 anterior por ¡ z ¡ y It aci en do tender ¡ z ¡ —> O
se ol’díeuue
— e =p~) =3#‘ 0< p~) <E + £ 4
Hacieiído ahora 3 —* O se llega a
bn’ip(5) = O.
8—ti>
Regresan ti o a la expresión (7. 1 7) y ila(7 ei~do tentltm p rl 131 ero <Y —> O y 1 llego





lEste resultado ge u teral i za al que ya habían)os U) (>5 trado en el Corolari o
4.29 para funciones 1 :Ja, Mc IR —* IR ses. en log ¿Ja, 14. u
De esta fo rma, los dos res u it ados an teiio res con du cen a:
Corolario 7.10
Si 7< : II-? N —* IR es e,s’itiieta>ítíriitc convexo y ‘u E IJSA( jpN x JO. r~ [) F =
+00. es una [)+ —.solue dr> de viscosidad de (7. 16) en/onCes 4
D+u*(x,1) # 0 ~ [)+u*(x,it) = (Vu~(x.1), (u*)t(x, it)).
Consec’uenitcmenite,e it los puntos (x, 1) c IRN x JO, T[ en los que D+u (:¿ , 1) #
O se verifico.
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En la Proposición 4.76 mostramos (lije SI u0 E CA(IRN) tiel3e la propiedki
rs (uo7 en ~N (7.18)
entouíees la función de Lax—Oleinik asociada al conjugado del bauniltoniano
l~l~ y al (lato inicial (uo)* verifica
(/44* (., (uo)*(.)) = ¿4*(. ; (uo)*(.)) en 11{N x]O, T[
para algíií3 T =+00. Por tanto, a artir tic los resiiltatios tIc la Sección 5~4
se tiene:
Corolario 7.11 (Existencia de 1V—soluciones)
Sea 71 una función convexa, 8.0.2. y u0 E £A(ll{N) veerficando (7.18).
It.nionce.s la función de Lax—Oíeinik
U(x, 1; (uú)*(.)) rs snp {(uo)*(x + 41) — 17<*(4)}, (x, 1) E IRN z]O, T[
¿~D(7L*)
es ‘una D+ —solución de viscosidad dc
— R(Vu) = O en ]RN x]O, T[{ u(.,O) = uo(.) en IRN
para algún T =+00. ~
Observación 7.12
Nótese q tic no toda sol ui<7ion fnerte (le viscositiatl tIc un problema tic <7013—
torl3o es, ne<7esarI amente, lina D+~soIucioíí de dicl3o problema. En efecto, si
coi3si deramos el problem a{ u(O)=u(1) =0 en
(veáse el Ejeunplo A.7 en el Apéndice A) la única solución fnerte de viscosidad
(qnc además es con ti [3u a) es
1
uí(x) = {;-..~ S :r<l
l)(mrt> no es UI)a D+~sol ución de viscosidad (le dicho problema. En cambió, la
fiunción 511 (a:) = —u1 (x) es L)+soluicióti pero no solución fuerte de viscosidad
(de ucd ío. es subsolT.I(7ión pero no supersolución de viscosidad). o
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>7.3 La ecuación eikonal.
U 4)30 e 13 <‘tI <taso ni 1, ¿ng i.i131 e13tOs 1)1<>~l OS (1C 1 a h’oi la ti(1 Co nl; u o 1 0 pL iu> to
DeterI3l iii ista pen~’i iten el estudi o de la ecuacióuu eikoí3 al
— cIS7uI rs O en íí<N x lR~ (e > O)
con N > 1.2
7.3.1 Programación Dinámica.
Sea B rs B. (O) el conjun/o de vaío’rc.s de control y A rs C (IR+ B) el espacio
de con/toles. Para <7ada (x, 1) E x 1R% formamos el sisteu3ia
{ A(s) rs — Ja(o)da, .s > Os>O
cuyo prímcr instanite de salida de IRN x fl{~ es 1. Así, para cada fu.nici ¿u
‘u0 e CSA( 11{N y cada control a( . ) podemos c0435i<Ierar el criterio de it’¿í>o
Meqer
J(x, í; u(.)) rs ‘<
tu — j a(o)do)
E u estas (7011di (71013 es. estatuos interesad os en la funcion tos/e opti/tic)
u(x, 1) = 5111> .J(x, t; a(.)
rt( O E .4
), (x,t) E jpN x IR~.
1> r una parte
u
0 (:i: — ~< a(U)do)
1
< sí.íp ‘uo(:¿: =1)
zGB
Y, por otra, col) si de rau) tít) para catí a z E B controles (7(>13 stantes tie ha fon u a
a7(s) s, O =s =1
se ver i Íu ca
u(x, it) > uu(x — sí), .z E B.
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Se obtiene ¿t5! una represelitaciol3 de (7. 19) de la forma
u (:n,t) = suupuo(x — z¡) rs sup
zFB 13:—yl<c4
uo(y), (x,it) E ff<N >< 1R~.
Sea .s E [O,t]. Por definicióíu. (lado e > O existe z~ E B tal que
u(lo, it’) — e =uo(x — z5it) = uo(x — z~s — z¿’t — s))
< sup ‘uú(x — z~.s — z(it — .s)) rs u(x — zas, it — s) < sup
zEB zCB
A de!33ás, existe z~ E B verufieal3do
sup u(x — zs, t — s) — e
z~fl
u(x—z.s,t—
=u(x — 4s, ‘t — s)
— sup uo(lo — 4s — z(t — .s)) rs sup uo(x — st + [e—
z~H zCB
Deb i tío a la equivalencia
.5
x — $= x — st + (z — 44s ~ = z — 1(2 — ~) rs
it
se obtiene ¡ ¡ < <2 (nótese que sc trata de una combinación lineal
entre z y z~, ai3lbos el) II. (O)). Consecuentemente,
sup u(x — s.s, it — s) — e < sup uo(lo — Cl) rs u(x, it).
zEB
De. esta foruna liemos demostrado quue para x E IRN ~ O =s __ it se verifica
u(x, it) rs sup uQn 2.5, it — s) rs
v~B
sup u(y,it — s).
lr—vl=cs
Nótese que (7.21) es la expresión uruatemática del Principio de Optirnalidad
de la Pro gramac¿on Dinámica.
A continuacion mostrau)1os el problema de Caucby que resuelve u.
Teorema 7.13
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Dernostracion.
Eií (7.20) Ii C33os ¡nostratio la i gu alti atí ent re la Jurieíón coste op i’Itt(> ‘¡ la
[III) (tic! de Lax—ole íník <leí p robícín a (2). 13 ti Li cornos esta caracter ‘láliZí 01
Sea < E O (IRN x IR+) tal tjiie para algón pinto (:e0, ito) E IRN x R±y
e > O se ver iiiqnc
(u* — «Ceo, t0) > (u* — <‘)(x, it), [e— :euj2 + j~ — < ¿
l~)e esta forííi a, para O =.~ =t
0. se t Tulle
*
u (:e0, tu>) = s)3f>
ln—xo ¡Sos
u*Qg,itú~ 8) < si”’>
lv—~’o Sos
{4)(y, to — s) + (u~ — ‘i’)(xo, ir>) ~
es tiecí y
st¡p {‘~b(y, te — s) — ‘¿/4:eo. ita) Y =O.
½j—rol=cs
Alw>ra bien. al ser ‘½mía’ fun ci 6n reg u.u lar, se ven Ii <ta
V.’ (y,ito — .s) — <‘(xo, ito) rs V’¿j’ (:eo, ito) (y — :eo) — .s’0¿ (xc>, ito) + o(s)
con lo que
sup {S7’½(xo,it
0) (:41 — x0) — .s’Vt(:eo, ito) + o(s)> > O.
y—~o Sos
Dc es t:a forT)3 a. la re laciO>)
s .í p ‘{ V’½(xc>, ito) (y — loo) } rs es ¡ V’V (x0, ito) ¡
y X>) <ca
tieterl3’I 1 na
‘¿/‘¿(:ro, ito) — (2¡ \7’¿f (x0, ito) ¡ < O
síu> n~ as qn e div id ir por .s > ay hacer ten ~l<~r.s —* O. Un arg>¡unento análogo
I3ilicstra (Inc it. es supersolución tic vi scosi ciad. Corno aden) As
ti Ti) 5U~ u~ (y, ‘it) =(‘¿~ )*(x) , :e E JRN
liii) ini(y,>)—>(x ,0+ u~(q. it) =(‘uo)».(:e). 7?; e IR
8
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Observación 7.14
Al abordar aíteriorrneilte el problema <le la propagación (leí frente 4e
llama, obttíviunos el valor preciso de las sen3idiferenciales dc cp para el (lato
TI 11(71 al <son creto
uo(.) X~~(O,ú)C) en IR2.
AHora, la IBciíaei¿>n de la Programación [)i náu3flca nos ha i)ern3 1 tido deí33ostrar
<le Uu3a forma general que la función coste óptimo u verifica la ecuacion en
derivadas h)arciales ahora en todo fftN x llt+. para datos iíúciales generales
u
0 C £SA(fl{N) con N > 1.
A la vista <leí Corolario 7.11, podemos concluir:
Corolario 7.15 (Existencia de [)+~soIuciones)
Sí u0 E £A( IRN ) vcríJ¿ea (7.18) enitor¿ees la función
u(lo, it) rs 511¡) (uo)
1(:e — zt) = sup (uo)*(y) (:e, it) E IRN x IR+
zEB lr—i’lSct
es una D+~so[ueión de viscosidad <le (7.22). o
7.3.2 Problemas de contorno con datas iniciales dis-
continuos.
Sea U 1113 abierto ~:<>nvexode 11< N N > 1 y
uo(x) = x¡’r(x), x E IRN
La. fí.í ¡ición (le Lax—Oleini 1< dcl problema{ u> = e¡Vu¡ en >< flt~
u(., O) = x~C) en LRN
viene dada por
/4(3:, 1; xtC)) rs su;) x¡~(y), :r E IIé, it > 0. (7.23)
y~Bct (x)
(131 araí’n cii te
x?dx) =U(x, ‘it; x~gíU) =1, lo E IRN ~ > O,
CAI’>ÍTIJLO 7. ¡)±.~ O LII C ¡O N ES.
<le (1043 de se <le<:l 1.1 ce
U(x,it;xg.)) rs 1, lo E U, it> O.
1) E. not 443 tío
0(l) 4 {:e E itt : dist(:e,Q) < el.>
vaT3’105 a <iii stingui r <1tis si tuilItio!) es:
:e G Q(’t)\. Para todo
sc veri’fí (7=>.
» E B~jx) n T~
1 rs xuíC0) =U(x, it; xsÁO) =1 U(:e, t) rs 1.
2.:e ~ Q(’it). Bu este caso
xs’z(n) rs O, y E B0<(:e) !=.¿¿[e, it) rs O.
De esta’ fon433a, la fu T3ci óui deíi niti a en (7.23) es
¿4(:e, itXrs(.)) rs Xh(t)(lo) rs { 1’) x E Ki(’it)x ~ fl(it).
Aliora van~os a (7013 sí denar d al os i nicial es <Ii sco <iti 4313 t>5 niás gei3erales y e u 10
qí.íe sigí. u e, ~, ana
el ‘n1íi [‘u¡o es
sin3pIifí(7ar la expt)si(71t>Ti , nts (7eT)tlaieiulos cii el .:=tsten el que
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La fórmula <le Lax—Oleinik tiel problema de Cauchy{ ‘(¿~ rs e¡Vu¡
y
en IRN x IR+
en liC,
tionde A > O y ‘y =O, toma la forma
sup
yEBct Qr)
Ahora, para cada lo E IRN y it =O, se venifica
Afx¡1x11(Ú)(lo) =U (x, it; A¡ =A 5111)
yCB~, (x)
y¡Y rs A(lx + cit)~.
i)istinguimos varios casos.
1. [e =o — cl.. Para el elemento
c ajO) q ~0dx)
¡~x—~()) =Aj» ~Xt0(o)(//) rs
lo
1/ rs lo + cl.
A(lxj + eit)~ =U (xi; A¡
se verifica
Por tanto, U (x, it; A Hx~<0}()) rs A(¡x¡ + eit)~.
2. o — el. < ¡x¡ =U + cl.. Por consideraciones geométricas, la
¿¿ (~», it; A ¡ ¡~x~(C)) alcanza el valor rnaxiu3o en los elementos del
y, C13 parti <7111 ai, para loy rs ~ xK
rs A[17 ~X~a(o/JI) rs AUX
U (x, it; A ¡XB4Ú)())








Xflt40)(Y) rs Q, y E B01(x) 4/4 (x,it; A[ rs O.
CAPÍTULO 7. E) + —501. u CI O N ES
(ion se<tllcnten3 el3te,
U (x, ‘it; A¡. ¡~X—Á)()) rs




o — el. < ¡x¡ =a + cl.
¡x¡ > o + el..
Observación 7.16
1. En particular, para la. elección A rs 1 y ‘y = O, se tiene
U (lo, it; xA(ú)(~)) rs xB~+~>(o)(x) rs{ Si ¡x¡=o+citSi ¡x¡>U+nt.
‘2. El resultado anterior puetie exteiíderse a tiatos ini ci ales de la fonín a
uo(x) = f( lo )x~(0)(lo), lo E jpN (o >0)
siendo f IR —* 111±un a fn í’u cióI3 veruf) can tío
f(ru ) = f(r2), rl =V9.
Para ese dato ini(7iaI, la fórmula tle Lax—() Ieinik toma la. ftírma
U (x,it;f( . rs{







o’— cl.< lo <U+CI.
[ej>a+el.. o
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Veamos que la función dada en (7.24) coincide con la bu ción de Perron
‘Up(:e, it) = sup {‘w(x, t) :‘w E 84, x E ~N ~ > ~ (7.25)
don de
{w E £SA(IRN >< iii) ‘wes subsolución fuerte de (P)}
Ante todo, iv O E S~, lo íue in3plica ya la existencia (le U0. Por tanto, UF
es su.ibsolncíón fuerte (le viscosidad (le (1>) y, adel33áS, U0 > O.
u p r¡ 133en
llevan a
1 í.ígar, la maxíun ahdad de UF y el Teoren3a de Verificación
O =U(x, it; (uo)~(.)) =u.4x, it) =u*(x, it) =(tJ)* (x, it) (7.26)
su x E IR
8 y it =O, para cualquier solución fuerte u E £A( IRN x IR+) de
(fi). Por otro lado, como el dato inicial uo(.) rs Aj . LxA« (0)0) es acotado~ la
propiedad del eo;io de dependencia (véase el Teorema 6.1) tletermixía que la
funcuoíi
[e,t) u-4 SIIj) mjo = AO’~
es una stipersolIi<7ion de viscosi(lad (le la ecuación verificando
iv < Ao~ u, E S~,
1 .íego
0= Up(x,l.) =AU~, loE IRN it >0
1> or tanto, toma13 do envueltas snp er iores en (7.26), se obtiene
O =¿¿(a:, t,’uo(.)) < (Up$ (x, it) =Aa~, :r E JRN ~=o
dado que. como viunos cii la 1> roposición 4.76, se venifica
U(x, it; uo()) rs U*(x, 1; (uo)~(.)), x E IRN, t > O.
[)e.esta forma
U(x, it; uo(.)) = A&< 4. (Up)* (x, it) rs Ao~
a
4









Figura 7.7: Regiones R1. í rs [.2, :3,4.
5!
(Uu>)1 Qe. it) rs U(x.l.; ‘i¿<4.)) rs Aa’1 en la región ‘Ru dd<>nde
Po u otra parte, como JI
¿tú Qe) O E C(7Z
2 U R~)
sieui<ilo
7Z2 U]?> Ex {(e,l.) E Itt x lI{~ : [ej > o+ ctY
13u.Icva.133eT>te la. propiedad <leí <70110 de tlepcndencia deterun ija.
O =(Up)* Qe, it) =U4(:e, it; uú(.)) rs O en las regiones R.2 y
de donde
(Uí=)*Qe, it) rs U Qe.it; uo(.)) rs U*(:e it; uo(.)) = O en 7?2 U 7Z3.
1711 al4ne4itt~, <7on)o
uo(:e) rs A([e~ + ctf” c C(~i4)
(10
{(x,it) E IRN x IR~ : [ej <U—e/Y
taun l’ui él) por la pnop iedad del cono de d epen dcii cia se tiene
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< U~.Qe,l.;uo(.)) = A(¡x¡ + cl.~ en
[)e esta forn3 a concluimos la igualdad
f A(¡x¡ + et)t ¡lo¡ =U—el.
(Up)* (x, it) = U(x, it; ug()) rs <
1. 0, ¡x¡ > o + cl.
O — et < [ej < a + el.
Ln egt la fu.í 1) Ci 013 al) tenor es sol ución foerte y 0+~sol 1.! (7iól de vi5(705 dkd
tId 1)101) 1e133 a
u> = e¡Vu¡
= A¡ . i~x—()
en ~{N >< n~
en IRN.
A partir de la relación (7.26) obtenemos el siguiente criterio de unicidad:
Corolario 7.17 (Unicidad de D~—so1uciones)
Cualquier solución fuerte u E £A(D{N x ff<.+) de (7.27) es una I)~—solutión
dc dicho pro Mema que vcríJíca
1’ * *
rs en IRN x 1R±
.it*(:e it) rs (‘U )* (x, it) { A(¡x¡ + ct)~,AU’u%O, ¡lo¡ <U — ctU—el. < ¡lo¡ ~ U + el.¡xl > U + el.
para x E itt y it > O. o
Observación 7.18
Como consecí lencia de los (7on3entarios anteriores, la eu3vttel ta su iperíer de
la función (le Ferron, (Up)* , es una D+~soliíción dcl problema. (P). o
Observación 7.19
La optiul3alidad de la unicidad establecida en (7.28) queda reflejada
d~ ante ejem píos de soluciones espuireas: todas las fuuícione.s de la fonn3a
131(3.—





O. ¡x¡ > a + ci
CAPÍTuLO 7. [)+5¿) IÁJC; lO N ES.
5013 s<>1 13<.: ¡ on es fuertes y E) +5t) I~ícío ules tíe (7.27) (711 aii tío A rs 1 y ‘y rs o.
Nótese que la eíívnelta superior de todas ellas coincide coí’u la solución tie
Lay—Oíd uí ik tíel p roblen3a (7.27), es tíecí r.
(‘up7(x, it) rs Xfla+rt(O)(X)~ (x, it) E lliÚ x IR4. o
7.3.3 Convergencia ni —* 1 para datos iniciales discon-
tinuos.
~ síderen’u os ah ata el proHl etna, de Can ebx’
( I»)~ { 7.1< rs
u(, O) rs X’840)() cuí ff.t
(7(1)13 u3.3 > I . Coí’n t> sabeunos, la fórm u.u la de Lax—(1) 1 ei ni k es st) 111 CI 613. fi u er te de
viscosidad de (1> )m y viene tiada ~






jiara x E 11{N y it > O. En paul (7 tIar,
XB~(u)(lo) < u(x,’t) =1, lo E rnN it> o (7.80)
Denotando p>r y»~ rs ynax (:e .it) e IR.N al ~U1)t;o en el q u.íese realiza, el i)3aXi—
131<>, es dec
u»>(x. it) rs XB~(ú)(Z/max) — (ir — 1) k e411’ ‘‘ it /1
de la relación (7330) se sigile
O < (tn — 1) (Ix ejgt
)
<;,i lo ~;u.u ¿.~ 1>1.1 eden p resen tal se tíos eas os
nI —I
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1/ulax c U,(O). Entonces:
— 3/max¡”’
O =(ir — 1) (¡lo c)n’~t )
pon It> míe
¡lo — Yniax¡ =d
111(it)
suentlo
d1~(t) Ex m Gr )~ (et)}.
Consecne¿3teulíente, se tiene
yniax E B«(O) 4. //unax E R,(O) n Bd~(t>(lo) ~ ~«(O) n Bdm(t)QC) # Ql
2. I/max « a~. (O). En tal caso: Ix — Ymax ¡ rs 0, l uíego ynax = :e.
De esta forma, se venifica:1. Si [ej ~ U 4. Yn~ax = lo. Por tanto: u>~(r,t) 1.
2. Si o < [ej =a + d>1(l.) entoi3ces i/max es el punto n~as pn(’>xinlt) a lo eh la
l)ola W. (O). Por tanto, éste debe estar en la recta guie une los piuntos O
y x y, atlei33as, tAna, E ¿)B~(O). Luiego,
B (x)
lo
tAna, = U—¡ se ¡
Figu.í ra 7.8: Localización de
7/¡na, cuando o < ¡ < a + 4, (it).
CAI’ÍTULO 7. l~)±—8<:) bU U ION LS.
Eií esta su tlja(710n
¡lo — ymax] rs lo — U—~1-— rs ¡lo¡ — a¡ :47 ¡
(7<>TI lo quTe el valor tie la sol >.iCI6t3 es
u~(x,it) = í —
A partir de la de Ru i (7i013 de d~ (it) se obt len e
(d>, (‘it)) rs (un — 1) (euíi»’j.) 5Qf
(7<) Li lo ti Te la ex í>res¡6 ti anterior putede ser es<~r¡ ta crí la fo runi a
it) rs i — (ti
:3. Si ¡ e ¡ > U + d,, (it) 4 una, rs :e. Pou taI3to: u
1, (:í:, it) O.
Así q u eda perfectan) ci u te deterní ¡nada la fuini ci óu u defi iiid ¿u’ eh (7.29)




— a < O
— a > d1>(it).
Notese <j í.u e u O e4 u las regiones R9 U RQ y u,, 1 ci) 7? u . A tleu)) ás se ti en e
uí efecto req’>dartzante: partiem 1<> de uruu dato inicial ‘>10 que es d isc<mnti TíT ¡o en
aB(O) henos obtenido tíne U,,, E C(IRN >< IR+). De l3ecl3.O.
Hm E c~ (Ó r)
























Vgura 7.9: Regiones 7?.>, rs 1,2, 3,4, 5.
IDI estuidio <le la convergencia. (le la solulció!) anterior Hm
es al) ora sen <7i lío. r1 i en do en citent a que
‘ rn—1
liii) (1111(l.) = En 13)
:u.í an <lo ní —+
(eitj = ct, l. > O






1H33 U1>(lo, 1) rs 1, 0 c [ej — U < el.ií~+l
[)e esta foní33 a. la fin) cion límite
luir H,1(lo, rsit)
¡lo¡ < U + el.
¡x¡ > a + el.
(7<>¡ ii<;ide con la solución de Lax—Oleini k u> del problen3a lín3i te{ u< = c¡Vu¡ en itt >< flt-
u(., 0) rs xtÁoj) en IRN.
por lo tille Hm no es diferenciable si x¡ rs a + d11, (1). 1k hecho,{ o,
1 — urn(x, it
)
(iíi—l)t
— o ~ 0 ¿ ¡x¡ — a > d,,,(1)
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A
a
258 CA [‘IT Ií1~O 7. [)+ —SO LII (31<) Ps LS
l{ecordcmos q ile cual quien otra sol u.í 7i en ‘u <le ( ~>) t iei’u e la p uop ial a<.h JI










































7.4 Propiedad de extinción. Tipos de absor-
clones.
Esta Paute de la memoria trata sobre el estudio de. algu4305 asl)e(7t05 de. ía
propiedad de extinción en tiempo finito, es decir,
u(x, it) rs O, it =T, x E ff~N; (eXtinción global)
ii ¿as coTí cietau33eI3.te, (13 la <letermínación de una función l.~ ( . ) tal qute
{ ~ki:2 ~~:~ (e3lineión puntual)
tío nde u es u i3 a sol u ción fuerte (le viscos íd ad del p rol> 1eu33 a
(P» — H(Vu) + >43(u) rs O en IRN x IR~
~ ‘¿4,0) rs u0(.) en
.\ > 0, /1: IR~ —* IRf, /3 E W$(ik+), H E C(IR,N) con H(O) O
y ‘u0 : IRN —> IPx+ u0 ~ O. Aunquje nuestro estudio admite extensiones a
sol í.u cioíí es <liscol) ti í’u u¿ts. Li mit aremos el trat~i31 leí) to cíe esta p rop ¡ cd ad a soin—
cioi)es <:oi¿t ini uí as por lo <liJe, e!) toda esta Parte, su.ipon <1 remos <latt>s iniciales
~ E C( itt) o, incluso, u0 E UC (RiN).
M ed¡ al3te argumentos conocidos, la 130 i3egati vi d¿u,d del térl33 ¡1)0 de it—
tui ibac ión co43<1 u.ice a la desigualdad
‘u(x,l.) =v(x,l.), (x,t) E ~{N X 1R~
suen <lo>, un a stA tución del problema 5i13 perturbar ( P )~. Por esta razón, Á/g(.)
es <leu >0131 i 43¿tdO en la literatura termino de absorción. ltela7iol3atlo con ‘la
pu’o piedad de extinción, distinguimos tres ti pos <le absorci <>nes
1 . A bsoíeíón fuerte:
el caso tIc las <+00. (AF)Para potencias
(AF) ~ /3(r) — i% O < r K< 1 con q < 1.
lvi ostrareunos qu íe da lugar al fenómeno de c:etinciói¿ (global) <7ulantIo ‘no
es acotatio o crece en el infinito de una ‘fo ema concreta
2. A b.soicíón muy fuerte:
J c~ d.so /5(s <+00
Para el <7=1.5<> de las fun c¡<mnes como Po teu [<.7Tas
(AMF) ~t /3(r) rs { 4 ‘7043 (j> < 1 via (1 < i ~< 1(7t>41 (j2 > 1 ~ 7 » 1







El estutíjo <leí <~omp twt lI3.33 i e13 to tIc 1 ¿IS sol 1 i <7i Oi3 <~5, para. es te ‘7=1.50. ú~st a
rti(70gT tío en el Capítulo 11.
Observación 7.20 <4
Puesto t¡tíe u0 ~ O. existe :~ E 11~N con ‘uú( :7~) > O. En el
exista i.113 instante it > O para el cual ‘u (:~, 7) rs ~, consideramos
<:¿ts<> en que
pro 1>1 edad
u(i, t)>-O{ u(±.it0) rs O. si O < •t < lo
l~)e esta form a, Ii a.j la Lipóles is H > O se ve rl Ii ca.
¿it + >¡
3(’u) rs 14 (Vii) > O ei3. j¡{N x IR+.
I nc (ff) d.sn(&,t) /3(s) ds/9( ) I to /3(u) <2 O</</o.
[‘¡u al iii <





Así. potIei33os estable<:er que bajo los supu.iestos ‘¿¿o =0, 11<> ~ (1 y H > 0. la
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Observación 7.21
I)e hecho, la condición (AF) es óptima para la propiedad de Cxtii37ió,4).
En efecto, si mf ‘Uo > O, la función y definida implícitamente pon
Í~) /3(s) = Al., (x, it) E itt x fl~,
es. bajo la <7043 dición (AD ) , 1113asoh m~i ón fi uerte del prob 1 eín a (le (3 ¿u íd ¿y
f y> — H(Vy) + 43(y) = O en 11{N x ~ (7.31)
~ y(.,O) rs mf u0 en itt
í>.ue verifica,
hin y(l.) = O, x E
1-4+ Co
y
0< <1) =uQe,’it), lo E ff{N 1>0
paTa cu.í alqír en soluci or¿ u de (7:31).
Co i’u si deremos el írob 1 ema (le CaíreLy
(P» f uí—FI(Vu) + 43(u) rs O en ~{N ~ IR~{ u(.,O)= uoQ) en IRN
sicuido II E C(IRN), /3 : IR4 —> IR+ uli3a función localmente lipsch¡tziana cou’u
/3(0) = O. A > O y no E C(utN) u_ > O. Si U es ha fórnunla de Lax—OleIik
asocia<la a 14* y u0, es <le<7ir,
U(x, ‘it) rs ST4~) {uoQe + El.) — itII*(E) Y
¿ED(H’)
entonces, para cualqu.iier u E £SA(IRN x IR÷)suibsoljíción fuerte de viscosi-
dad del probleína ( P)A, se verifica
O < u(x. it) < *( it) =U(x, l.), lo E 11{N, l. > 0. (7.32)
Nuestra angumenta<;ion í.¡U liza, con alguna frecuencia. la función




va TItr<><lIi<7itla anteni<>uFnelIte, tlule I)ecesita. vtra sí> defiuu7iólu, la condu i¿u>
tie. abso 4(7 ¿ni fuen te
J (18>•>+ ¡3(s)__ <+00.
N6t:.:se q í.i e la íío negat iv idad de /3 I~ ace q Tic ‘y sea i.i n a fi i mtu 613 crecicí íte, pu u es
>0. ¿>0.
¡3(3)
Colnenzan3os con uuua estin3ación inferior para las supersolucones luiertses
del i>í~llt~írua ( P )Á
Teorema 7.22
Bajo la <:o ndíeíóz¿ (AF) , sea u E CIA( itt x ll{~ ) una .s’upe’¡;solucíón
9¿erite del problema (P).\ don de 1-1 : iI{N —~ IR verifico
r4. {~ E /3(H’) H1(~) =O~ ~
y /3 : LR+ —> IR+ U { O Y es un ti función no de<.reciente.




La desigualdad de Yo4ínq generaízzada
p =H(p) + l{*(~), ji E IRN ~E j4fl*)
ace que, form al mente,se verifique
(‘u
1)¿ + A/3(u~) =H(Vu~) =~ . Vu, — H~Q~), ~ E D(H*).
Pon 1;anto.
— . V’u~ + fl*[e) + A/3(’u~) =O, ~ E t)(H*).
Fijado (a: ,it) E IR N ~<ll-t+ c< í> si derel3 u os ~ E 1)4 y la fu tn ci¿vi















7.4. PROPIEDAD DE EXTINCION. Tipos DE ABSORCIONES. 265
(Jonio
99$) = (u4(x + 4(3 — .s), ~) — 4 . Vu4x + 4(3 — .s), s) + H*(4), O < s <
/3 <es no <le<7reciel) te y HA (4) =O, entorí ces
y’(s) + Ap(99(s)) > (u,)> — 4 . Vii, + H*(4) + >t/3(’u,) =O
para O < s < it, lo que hace que p sea una sol u<nióní de viscosi(la<l de
~ =—A/3Qp) en
ver ifi ..au’u<lo
99(O~) rs ‘¿¿4x + 4t, O~) > u (x + 40.
Por tal3tt), se t uene
pt
—Al. < Jo /3(99) (1.5— I ‘#&) dU = ‘yQp(it)) ‘y(99(O)),y(O)
‘y (u.¡x, it) + itH*(4)) =y(uo(x + 4l.)) — Al., 4 E D(H*).




En aIgl.ul3as ci r<;uiustancias podemos omitir la hipótesis de monotonía sobre
la función /3. Así, bajo la condi<:ión
S {4 ~ D(H~) H*(4) = 01 # 0
los raZoual3) íentos antenuones }) rueban la relación
L 51.11) ‘y(’uo(:e + 40)—Al.])~
(7.S6)
Qe,l.) E HiN >< IR~.
En ímrti (71.11 ar, si HA(O) = O, se venifica
es de<;ir.
o




Por otra parte, para aq u.íei los 13anutí ton ¡anos FI qnc tel)gan la prop ¡eda <1
(7W) <4
se verifica
sTeii(;lo ‘u4x, it) =‘y’u ([‘y(3d(:e, it)) — AitJ+) (7 ~s)
tI(x. it) rs 51.4~1} ‘un (se + 4it), (:e, l.) E >< lR~
tE D(I-1 *) <4
la Fó uínul a de Lax—(~) 1 tI i i k aso(7> ada a II y u0.
£13 el caso de lu au)3 i 1 toni anos coí vexos potlem<ís obteu’i er uní a (7017=1. 5 I.i fl ‘10)! <4
para las subsol 11<71Oil <eS. Concret al)) eí3 te:
Teorema 7.24 <4
Bajo la condición (AF), sea 4.1 E £SA(IBN >< lli~) una subsohución Juev/e
de o seos dad d 1 p tobíema ( P)~ donde 7< : luN —* 111 es continuo y Co?í’v<’::eo
<.:o?4 Y(O) rs o y /3 : llh ~ IR + U {O Y es ‘una función no deerecíenite. Ln¿iton’ s, <4
para todo (x,l.) E IRN x IR+ se verifico
u(:e. it) =‘u’ Qe, it) =§~ (k’(UQ’:, l.)) — AitJ~) <4
donde U es la función de La. —()lein ik a.soc ada H f/ u0 y ‘y es la función
de»n’¿da en (7.33). <4
Demostracion.
Consideral3)os la funcion <4
‘o(:e, it) = yl (‘y(&Qn it)) + Al), a: c IR.N, it =o,
p=u.ra.la que se ven fi <~a <4
‘y(Ú(lo, 7~) rs ‘yQu
1 Qe. ‘it)) + 4 :n E
111N / >
<4Ñnm a.lniei3 te, por dcli nición , se t iei3e
‘o> (‘u’)> + A <4
= /1(w)
Los hamiltoni anos II (p) = R. ¡p¡, p E IRN ¡~ > ~>~ ~ = ‘ ~ 18N ~<e ~ ¡¡








por lo qne la función ‘o verifica
— 7<(V’v) — ¡3 () + AP(u*)) — R ( /3(>’) Vu* . (739)
De la propia definición se desprende
‘y(v(x, it)) = ‘y(ít(x, it)) + Al. =‘y(u* Qe, l.)),
l>or It> q uíe, siendo ‘y una función creciente, 1) ace que se tenga
vQe, it) =u’(x, it).
(.Jonsecuenteu’nente, como /3 es creciente, entonces
/3(v) 1.
/3(v) =0(uí) 4 /3(u*)
Por tanto. la relaciól) (7Á39) determina
— fl(Vv) =0.
Pt>r otra parte, por la inonotoi’u ía de la función ‘y, se tiene
y’(lo 0+) rs u*(x, 0+) =uo(x), x c IRN
De esta forma, comparando con la función U(x,l.) l Iegal3uos a
‘<.(x, 1) =U(x, it). o
Observación 7.25
Este resultado es mas I~’~~« qi ¡e el recogido en (7.32), pues





Stu puesto (AF). podemos sumarizar los resu 1 tadt>s anteriores coando /3
es una fu u ción u decreci ei~ te y 7< es u u>.> a fu inci 613. <7013.ti u .1 a y ctn~ Vexa <:013.
9-1(0) = O .~ x’eri ficando (7.36). Obtenen3os así las sigu ¡entes estí l3IaciOlies <le
las s<’4 ucioííe.”’u c £Á( HiN x IR±) (le ( l’)~ fl¿ffa cada. (x,it) c LiC x IR±se
verifica
yi (
‘y(’uo(:e + 4/)) —
LEV
< Qjx, it) =‘y~ ([‘y(U(x, it)) — Áit]+)
<huí 13de U es la fu.u ucióí u de Lax—(.) lei iiik correspondiente. EI3. parIs (7>11 ar:
1 . Fórn3ula de represeíitaciói3.: si D(H *) rs 1)¿ obt’eneu nos la ex presi<n
explícita de la. solución5
u(x, /) = <1 ([‘y(U(x, it)) — >d+) , (loj) ~ ~N x ll{~.
(Jo 13 secueu u te 1.13en te. la anterior es la vn ¡ca 50IT 1(7 ~OTi <le ([> ),~ q te. =>.t[en As
es continua.
2. Si H> (0) rs O entonces
y’ ([‘y(’uo(x) — >i]~) =‘¿¿Qe. it) < ‘y’ ([‘y(U(x, it)) —
de donde se deduceu u
(a) Co4.13 p<mrt=u.unieu3. t de la traza i u3. ¡ci al
:
‘y(’uoQe)) — .X’it =‘y(’u(x. it)) < ‘y(U(:e, 1)) — >~it, e E LEN () < it « 1
1>017 tanto,
¿—*0 ‘y(UQe, it)) rs ix E LEN. <4
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(b) A<7otaciót3 de la función tCo (): <:1 a.1a13)eIute,
‘y(uoQe)) =tCo(lo)~ ~ E LEN
A
Además, si para algún x0 E LEN existe un instante ito > O tal
Al.0 rs ‘y(U(xo, l.~))
‘y(’u0(x0)) <
A
TCo(xo) Ex nhiu{it > O
itCo(loo) =1-Co(loú)
Al. = ‘y(U(:eo, it)) =ito.
7.5 Resumen de resultados.
A 13)0<10 lí.ístrativo <lescnibil3.305 , suman aunei3.te, los resu 1 tado nuas i l3teresai3tes
obten i dos en esta Parte. Cuando el bamiltoniaí3o II ven f’h7a. la condicion coer—
<7! va
lini H(p) rs
a>> us t r Tiu13) os, T31 etli¿ni te n3etodos clásí :os , un a sol uci óuí de viscos i <latí
<3.47 i.i ¿>47 i 01.1
u> — H(Vu) + 43(u) = O
prescríbieuido el <lato ini<7ial




do Tid<e ‘lo : 11{N —~ IR es un a función 13.0 1)egat iva verifi<~aii do
—H(Vuo) + A/3(uo) =O en
Además, mostramos un efecto regularízante: u es lipscbitziana en todo siib—






ver el A puu <Ii ce 13). la fun <7i ón ‘u ver i fi <7=>. la ecn =1<71óí’u ( H .J )s 0 en casi t< it lo <4
pI.1I3.to de 11~N x IH+ <‘s decir, ‘u es I.I13.a sol i.iciói~ generalizada.
Nu.ies tras <son tribuciones son referet3. tes al estu.í ti it> de 1=1. fu.i vici ¿u ¡> ¡.i tu ci <4
¿ns/ante de eXtinción l.~ : HiN ~ llt+ U { + 00 relatí va att defi 43. tía c01130
‘u(x, it) > 0 si O < ‘it < tCo Qe) y ‘¿¿Qe, it) = O sí it ~itCo(lo). <4
¡Bu p ri n3er 1 ugax, mostramos la existel3.cia de it0< ( ) en todo el espacio LB N
<7T.i ¿¡13 tío el <lato liii cm al u0 es acotado t cuantío el teu i33. ~Tt> /3 verifica la condi ci 013. <4(AMF).
1.1 T3. a vez qije tenen3.os d efi mi i <la la fuu’u ció u it ~<, ( ) <213. tod o LEN t)btCl3. CII 305 <4
ríowed=>.d<esgel3.enaies acer<7a. de la 111151338.. l.)escri ba.¡33.t)s alguna.s de ella.s ííai a
el p robíCl> ía tIe valor ni cial
{ :ii R¡Vu¡”’ + Áu0 — O en LEN >< LE.~ <4O~) — ‘uo() ií
<1 >¡í de It m > O y O < q < 1. Para el 1<>, s í.í fo u d reinos las con<1 ¡ ci 0>3. es
<4(.u
0(:e))l~ »( 1 — q) (HI)hH13 5111> j:ej It
y ‘-‘T¡V’¿oj + ~ > <~ ~ Itt (H2) <4
pala algu u3a <7ol3stante no negativa e. Dcii uost ra.T330s las sígujíentes pr<>~)ieda(i( 5 <4
Los malozn>.os ¿nicíales sc conservan con lii evolución. Concretamente
s ‘11<> aiclI.13. za un máximo en un lmumuto :e0 E IRN entol) ces <4
u(x, it) =‘¿¿Qeo, l.). (:í:, it) E í¡.<N x 111+,
l.Co (n) =itCo(xo) = (‘u.>., (xc)) i —q lo E LEN. <44’ — </)
A demás. su evolución eXplícjta.. viei3.e descrita pon .4
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En el caso parti<7u1 an e > O y
¡uo(x) — ‘uo(y)¡ =L¡x — y¡, x,y
la fíuíí ción tCo (.) verifica




2. La. sol tución u tiene una extinción suave, es decir,
u>(x, l.Co(x)) rs O, x E
[)e hecho, u es difereuciable en la frontera libre
»= {(x,l.Co(x)) : :e E IHN}
:3. Si U3 > 1 y e > O, la lasa de exitínejón es uniforme. Con <7retaul) ente
para to(’lO lo E LEN se tiene
u(x, itCoQt) —it) —3—.
liii> ___________________ — (A( 1 —
l. T—q
4. Para in = 1, la sol ulción u admite la nepresentaciól)
u(:e, it) rs max { ([(uo(x — 4it))í—~ — >41 — q)l.})
p=tra(x, it) E
la reíacíoií
>41 — q)l.Co(x) = max {(‘uo(x — 4l.Co (x)))’~
1—q
IRN x lf1~. Así pues, tCo(.) viene dada implícitamente bou
¡4¡ = R.}, xc
Pon otra parte, bajo la <70n<l (7i01) ( H:3) obtenemos 1 a est i mación
1 (e) _____________________
1 =A(l — q) (uo Qe)) —q Á(infuo~
— [Á(inf uo)” — LR]~
A <1e133á5, si e > O y u0 al<7anza 311) máximo en n 43. ptl?3.to loo E HiN, obte—









tú> do x E ~N verifican do u0 1(x) > O y <4
j:e — xo¡ < >41 — Re + LII) (‘uo(xn))1”’. <4
A titu nás, para. <latos i 13 ci¿ties <7013. el creciune i3. to ópit’t’mo <u> el i <¿fi íuit o <4
determ í’u adt> por la lii jiótes is (1-Ii) ti emos tram os la ex i stet3 e u de it -~.. ( ) oíl
todo el espacio IRN . En este caso. río es necesaria la. <701u<li (71043. (AMF)
Finalmente, si e>LRy <4
______________ (uoQe)
)
.X( 1 — <j)L < jj~~ (114) <4e — JXj-I+Ct jxj
entol)ces el <74tt;1i311e1>I;0 tui el iíífinito de la Fu.¡43<716u1 I>uT¿uer il>stai3.te de <4ext u u cloi3. vieT3. e d adt), e~aeitant <u ¿le, por
~I /Co(x) _____________lxl—++Co (u













8.1 Fórmulas de representación.
El objet i v> <le esta Se7ci ón consiste en apli 7ar <7i entas té¿zn <;as que penun tan
<13. con t Tan fó rinnl as de represet3. t a<7iovi para las sol 1<710 vies fi mentes tie vi5<7051 el ad
del ír<líle¿uua { u¿ — R¡Vu¡ + 43(u) = O en LEN >< 1114(P)~ u(., O) = uoQ) en
Como ya viinos en el CortA ario 6.8, <71ra13.do /3 IR * IR es localmente Ii ;>schi t—
ziauia y u0 E C(IRN), el problema (P>\ admite, a lo sumo, una única solución
fi iente (le x’is7osi<lad para <7atla A E LE. que, además, es continua.
Recordemos qu=i a fórmula de La’ :—Oleínik
U(x, it) = sup {uo(y) : y E BRdx)} , (:e, ‘it) E itt >< 1114
deterní i na una solución del pIOl>1eu3ua sin penturb¿ur (1’ )o <71 ian(lo el <lato i ni¿ual
uo E £SA(LEN).
Observación 8.1
1 . Como ya l3eu3os c013uentado, U es la fu ucion coste óptimo de un proble-
rna de Control Optimo (véase la Subsección 7.3.1).
2. La propiedad del cono de deper) ciencia hace que. como u0 E C( ff<N
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3. Si con si tlenaul3os ahora 1.143. valor A > O y uuua función /3 : LE. ~ 1 -< J
entonces, cualquier eventual s<>lucioii fuj<:.ute u del problema. 1)ertl.irb¿
¿tj — R.¡V’u¡ + >13(u) rs ()(Pft { it(., O) rs ‘uo(~) <.,n 11< x 1114
<tn LI-O
<7uaT) tío ‘u0 E C ( 11’¿ ) Ver iii ca
O =u(:e, it) < U(x. it). (x, /) E HiN x l1{~. ~
En lo q ue.s gu e, tomaremos una. fu 13<71013. /3 local tuei’u te Ii pscl u t¿1 ¿¿43. a c<.ni
/3(0) rs O verilicando la condición (AF).
1> íest:o (~ ne la condición (AiF’) y 1<>. 1 íp&« Li tz i ani ti atí e [3.el origeu u st) t’u i T3. (70fl3—
patíbíes, el nso del (70130 de dependencia se hará sobre cl interior <leí dominio
dc postt~v¿dad tle ¿u. sol u.i cióu
7<’u) rs {(:e. it) E ¡~N x 1114 : u(x. it) > O}
exte T’u di én dose los resul fi: ados p<)r (7013. ti nni <l¿ttl a t<)do el cspací o. (.om e u izan os
con el siguiente resultado:
Teorema 8.2
unjo la condío:íon (AF) cualquier solución fuerte ‘u E t’A(11t x 1114) del
problema de Ca’uehy{ ut — H(Vu) + A/3(’u) rs O
u(.. O) = ‘41o()
en IR?’ x 111+
en 11<8
donde H : IR
8 —> ll{ ven jica




0 — itJ~) =~í~(x
,/.) =‘u(x, it) =‘u’(:e~l.) =‘y—y (ALtCo — u’[e o
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para (x,l.) E ~N x 1114, siendo
‘y(r) rs jr (LS/3(s)’




CoI3.si tlerel3uos las funciones regulares
it(x, it) rs ‘y1(A[t0 — tJ+) rs .yi(L’y(inf u0) — At]+), (x, ‘it) E 11{N x lR~
y
TiQe, it) rs ‘y~ (>4t,. — l.]~) = ~ ([‘y(s’rp ‘lo) — Ait]±),(x, it) E IRN x
(i)bvianiente, sI.Ip<>13.tlren3os que ‘y(inf u0) > O y ‘y(sup ‘lo) < +00 pues,
contrario el res¡rltado es illn3ediato.
eu cas ú>
Cálculos di re<:t<>s mI.iestnau) que u y u
satisfacen, el3. el sentido de la viscosidad, la. ecuacion
itt — H(Vu) + A/3(u) rs O en HiN x IR~
y prescriben, respectivan3ente, el <hato ini icial{ i&Qr, O) rs irif uo =(uo)~(x) =





La tíesigualdad 1(8.3) se sigile, ent<>13<7e5, de la propietíad <leí cono de depen—
dencía (véase el Corolario 6.7).
Observación 8.3
Nótese que si existe alguin it > tCo entonces la estím ación superior de
y la mio i3.egati vi da<l de ‘41 l3acerl qí me se tenga.
(W3)
r>O
u(x, it) rs 0, lo E lEN
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Esto n os permite defi iii r la fu nc ion manci instante de czit inca> it
itCo ítt —*11k u {-í-oo}
{ ‘uQe. l.) > O‘u(x, 1) = O si O < l. < itCoQe)si it =l.<(x).
(SI araun ente, si atí cm¿4 de (AF) se vei 1 fi a mía tle las tíos sigí mientes con ti1—
51.lp ‘~<ú < +00
‘2. (A MF) (in depen di e13 te))) (13. te tít: <tual t~ ti lcr 51.11> i.iesto de ¿i.<70t =1(71643.sol;> re
elml.or3.<7e5 ‘y(surp .1.1>) < +~ por lo que 1=>.furn7ióm> ~.nínier i umstarmte tle extiun.:ión
está dell mii da. en todo el es p aci o LEN . A tíel) á5 . 5(: tic o e
‘u>)
itCo(lo) =t~ < +00, lo c o
Observación 8.4
En It) que. .sígu me conviene temer í)resentes las sígu iet3tes pr<>¡)iedades:
(y’ )‘(r) rs /3(’y— 1(r)), r ~ O. En efecto.
rs J ~ 44
/3(s)




‘yQr) rs _______ T—ql —q y y’(r) rs [(1 — q)tjY’~, ‘e > O.
2Nótese (~tIe l’uajo la eoi> dicióum (A lvi F) se ¿mene 1,1 <ycotacu omm
t.c,j(x) < y(+c’o
)
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Por otra ;>arte, la estímacion global superior <le (823) no aporta infor—
macuol3. cnar3<lo 11g no está acotado sul)eriormente. Sin eml)argo, la idea~ge—
.1
<3.eIal puede manteuierse cuando el dato inicial tiene un adecuado czcc¿m’¿enito
en el i urfini to, de forma que la fi Incio!) primer instante de extinción también
va. a. estar <:1etini tl=u.en t od t> el espacio lR~ . Con cret an~ ente,
Teorema 8.5
Bajo la condición (AF) consideremos H : HiN —* IR verificando
(8.2) y un dato inicial tio ncgattvo u0 E C(IRN) con la propiedad
Iii)) ~ ‘y(uoQe)) A
wí-tA~ ¡xj
Entonces




De (8.4) se sigile Aque para todo O < ¿ < — existe
R
C~ > O tal que
‘y(u0(x)) = — ¡x¡ + C~, lo E
Pana. cada y E ~N , sea p > O de fonín a que









x E Bj(y). (8.6)
IDe esta forma, si denotamos por
1.
(8.5)
tColJ rs l)~~X {‘y(uo(x)) lo E (8.7)
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la fT.unción (7013.ti¡Tua
v(:e, it; fi) = ~ (ALtCoV — ¡j+) , (x, it) E 11jN x
‘C¿ — II(Vv) + »/3(o) rs 0 e<> Itt x LE+
‘¿¿0(x) =v(x. 0+; p), :e E ~(y)
(v.~r(8.
6.7) se desprende
7)). Así, p <~n 1=1.~rp iedatt del c<tno de dep eu 1 <íd) <ti a (véase el Corolario
fi
para x—y¡<p—Rit. O<l.<y~..
1>En particular, como de (8.6) y (8.7) se detluice t~ y < — , entoiucesII
‘u(y, t~~) rs
Una vez <ile ‘u se aní.rla (13 el íuwtante t tiel3e s entídt, consitíeran el nit33tr





l~)e las reí acit>u’ues (8.5) y (8.8) se obtie¡3.e




con lo <í tic
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Como veremos en la Sección 8.2, si el (lato inicial verifica
uo(:e) — u0(y)¡ =L¡x — y¡, x, y E
y es sol I.Ici<)n (le viscosidad de
—R¡Vuoj + 4
3(uo) =e (e> LR)
er3toi3.Ces
itCo(lo) — l.Co(y)¡ =—[e — y¡, ~, u E
e
í>ropied=ítlque rat ifi ca la estimación (8.9). En la Siubsección 8.2.4 l)rIsa4~<>~
ese <tou3u po rtau3l u ent ú> ~S>t3 tot ico; ele he<:ho, bajo supnes tos adjcitu) al es, probanuos
l.Co(x) ~ ‘y(u(x)) si ¡x¡ >~ 1. o
Observación 8.7
(I)bv i amente, la condición (8.4) n~ ~luye el caso er3 <ilie u
0 es acotado.
2. Para. la elección /
3(r) = r’~, O < q < 1, la hipótesis (8.4) es
lrr’nsnp (‘uo(x))1 —q >41 — q
)
1 í-I+Co [ej II
:3. La. <tond i ción (8.4) sobre el crecimiento de u>> es óptima como lo pone
de manifiesto el siguiente ejemplo: si consideramos como <lato inicih]
uo Qe) rs ~ (.+x¡) , x E RiN,
se venífica q uit:
lin) y(uo(x)) __ A
IM-*+Co ¡lo¡ II
y la unica solución fuerte de viscosidad tít:! problema tít: Cauchy
,~ 1 ‘~¼— RjVu~ + A/3(u) rs O en IRN x 1114
en lUN
u(., O) = uo(.)
J
u’
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t:5 u’
‘¿¿(x, it) uo(x), (x,’t) c IR~ x 1114
q u.u e st) lo se an nl¿í. en e rs , pon lo t¡ tie u’
si x=O
tcx5Qe)={ -1-00 SI x#O. n
u’
Reguesaní <;>s a la des iglí aId a< 1 (8:3) que es <tI ave para tleí u) ost r¿u.r el res u u’fT¡uídauI3.e¡3.tal de esta Se<:ción cuando el bauuu Itol]iano es
¡-¡1(p) rs R.¡p¡, z’ E HiN (II > O). u’
Teorema 8.8 (FórmHla de representación)
Supongamos (A.F) Si ‘u>> C C (LEN) entonces la función u’
‘u(x, it) = yT ([‘y(U(.e it)) — A’it]~) , (¿e, it) e ¡1-{N x lR~, (8 lO)
do ¿de SI
U(:e.l.) rs v(w) >Éo(y) ,
es la ‘única solución fuerte de viscosidad <leí problema ( P),N . A den¿úis, u E
C(IRN >< iR) si
Demostracion.
La >.¡uí i citíad sesigne de la propiedad del cono de tlepeu’utlen ~7ia (vé aC>rolaui<> 6.8). Denotemos por u a la soli ntíon fluente del probleu3a 1(P) 1It> (.:t)meTItado lI.ntCIit>r <ente, bu)scareT33t)s la. rep s ntación d la solu.u¿
en el íriteríou del domiu it) tít: positivídatí .4
1)1(u) = {Óc, it) E x 1114 : ‘u(x, it) > <4
1’>ara la fórn u.i la de rep Tesen tacion tor suderanios la fu.r u cióíu u’
U(x, it) rs < (‘y(u(x, it)) + >,t) , (:e. it) e 11{N x lR~ (8 II) u’
<u.u e perni i te <is<tri bir
‘y(uQe. it)) = [‘y(U(:e.it)) — Ait]~. (:e, it) E IRN x lR.~. u’
a
.4
C.C.¿0 18.1. FÓRMULAS DE ~{EPRESENTACmON.
Sea (pl ,p.t E D+u*Qe, it) con (:r, 1) E P1(u*). Como ‘y =O entonces
(P1, [>2)E [)+U*(lo,l.) ~.{ /3(u*Qe,l.))P2 =/3(u’(xl.))Pr = /3(U*Qe it))(p2 + A/3(u*(lo,/3(U*Q» ‘it))p¿,
por lo que para cada (:e, it) E Y (í¿’) se tiene
/
9(’u’(x, it))(P
2 — R¡ Pi) = /3(W’(x it)) (¡>2 — B.¡pr ¡ + A/3(u*(x, l.)))
Así, la desigualdad
1>2 — R¡pí ¡ + A/3(u*(:n, it)) < O
í~~>. (p’u >1>2) E D+ .u* (:e,l.), (x,l.) E Y (‘it’), in3plica
[>2 — RIP1 ¡ =O, (P1 , [>2) E L)+U*(lo, it), (x, it) E P(u’)
(uecorde<nos qire /3(u’Qe, l.)) > O si (x, it) E
solución de vi s<:osídad (le
P(u*)) Por tanto, U es ur3a
— R¡VU¡ =O en
Razou) ¿unt de forma similar con el conj unto subúl iferen <Ial DU~ (x,it) para
Qe, it) E Y (‘u * ) se con¿tI í.rye que U e.5 tu a sol n ciói3. tie viscosidad de la ecuiacuon
it.— R¡VU~ =0 en ¡
Pt>r otía parte, de (8. 1 1), se dedu ce
U*(:e 0±)rs u*(x, 0+) =uo(x), x E LEN,
por It> <¡he
U.}:e, O~) rs u.}:e, 0±)=‘¿zo(x), :r E lEN.
or taurto. U es soln <7~ 613 fí.uente (leí pnob le])) a si ni perturban{ U¿-P<VU¡=O
U(., 0) =
en 1R~ >< IR.+
en lUN.
La u niciclad (le solu<:íón de este problema hace que
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Observación 8.9 4
1 . En la () b servaci óI’u 7.26 o bt u y 133 t>s, para al g 1.113. os ~tasos. la ay ter u tr 4fórmula de representación l>ajo el s.¡puesto que /3 es una fuuci
dccre¿tíente q uit: aq it í no requerimos.
2. La relación (8.3) determi n a SI
‘y(iuf ‘110) 5 ‘y(’u(x, ‘it)) + Al. 5 ‘y(su¡> ‘un) < +00;
de esta. fornía., metlí aiute 13!> arqumenito cíe continuidad, para. cada (1 1) E u’
IRN x LE.±existirá. y rs y(:e, it) ta.l (¡liC
‘y(u0Qq(:e,l.))) rs ‘y(u(:e. it)) + >4 E [‘y(iní’uo), ‘y(snp ‘¿¿a)]. u’
La ciemostrací ón anterior muiestra q uit:. cíe hech<>, se tiene la igu ial <l<1d 4
‘uo(yQe, it)) = ¿¿Qe. l.),
<ton lo <¡u e SI
y(x, it) E BRJ:e).
3. La Iórn3>.T la de representac;ón (8. lO) geí3.eraliza al <taso si i’> pert u’
piit:s si A rs O se retí Tice a la fu.íncióuí U <píe p4opor<tit>iia la fónu3íu.tla de
Lax—Oleinik (véase la. Observación 7.3.1). .4
4. La relación estableci da ci> (8. 12), 11.11 uto ctu3. los Corolarios 7.11 y 7. 15,
l3.a<7t:43 que la fíu3.ció¡3 ‘u datía el) (8.10) sea uuu3.a D+.~solí.Tció43. tít: vis<t(
u’
del probleTna. (P)~. o
Observación 8.10
De 1313 evO, ‘u pue<l <.se r <701>5><levada como 1=>. Fuin ciúrí o:osite óptí’ii>. o .4
¡.>1c)i}I(t1)1 a cíe Control Opt mo. Concretamente, podemos hacer la mg
<3. te..r pnet=1.17 (>11: c ni su <1ereu os el espacío dc valo íes dc cori ití oit V B mt (O) y <1 a
estado Ql, Y) E LEN x IR. <latlc> ]‘)t>r
f X(s;x, l.. a(.)) rs te — ja(U)dU .4
TQs;x,it,a(.)) rs ‘it —
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Si 4x, it; a(.)) es el primer instante de salida de 11{N x IR+ relat¡ yo al
estado inicial (x, it) y al cortÉrol a(.), se verifica
r(x,l.;a(.)) it, (x,it) E x 1R~, a(.) E A.
La fórmula (le rel)reseu)tacióm3. (8.10) í)erflhite resolver el problema de max.¿mz—
zaeton
sup IQe, it; a(.)), (:e, it) E jpN x 1114
«>6.4
(8.i3)
relativo al criterio final
I(x, 1; a(.)) = ‘y’ (‘y[uo(XQr(x, it; a(.)); x, it, a(.)))] — Ar(x, it; ~4.)))
V (~ — L~ a(a)dcr)] —Al.)
[)e he<;lio, argumentando corno e.>) la Observación 7. :3.1, la fuin <:¡ón u
stru <tía en el Teorema 8.8 es la sol u.rcióu3. de (8.13), cuya ecuación de la
g’ra’ínac’¿on Ii)íná’niu~a es
u¿ — R~Vu¡ + 4
3(u) rs o en >< 11-14
presc.n¡ bien<lo el dato i uii cial
¿t(, O) rs ‘uo(.) en lUN. ~
8.2 Extinción en tiempo finito.
8.2.1 Caracterización de la función t
00(.). Propiedades
generales.
1 )e la representación (8.10), si para algún it > O se. verifica
Al. rs snp{’y(’uo(y)) y E BRt(x)} rs ‘y (sup{uo(:e — 4l.) : 4 E BR(O) Y)




u nstau’ute de exti un:iór) itCo(is) (véase la Ohserva<tión 8.3).
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Observación 8.11
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¡ . De la fóru3. tíla de represe> i taciór> (8. lO). bajo
(8.4) obte T3. (13 os íiii a reí a.c 613 33 1i)l hita para la fí.ín <ti óu
tau33ente. (tOfl3(>
‘y(U(x, l.)) = ‘y(’u(:e, it)) + Al., it > O,
en í)artici.u lar, baden lo ten tíer l. —* tCo (:¿:) , se tiei íe
AitCo(r) ‘y(U(:e, tCoQe))), :e C LEN
<eS decir,
las <toui<li<tioui<,s (AiF’) .v
~< ( . ) . (jo ‘u cre—
AitCo (:¡:) rs ~33ax{’yQtio( :¿: — 4l.Co (:e)))
de <Ionde se ded u.u (te






lo E mt. (8.15)
En particu lar, si 41o E LCo ( IR,N ) u~ (¿it) < ¿¿>> (¿no) t:i’itou (teS
u (x,t) =u (¿eo , l.) rs ~,—u ([‘y (u
0 Qeo)) — Aitl+) , Qe, l.) E jy{N Y ff14 <4
‘y(u0(x0) ) N
itCo(lo) =tCo(xo) rs A xEIR
Es decir, tanto la. fun <71613 u tou’uo it~ (.) preservan los 13) áxim os ini ti ales.
2. En part i <tul ar, si el <lato 1> i ~tial es fn ni (ti ón n o negativa tít: 1=1. T3. onu>> a
u0(:r) rs ‘uo(¡x¡), ¿e E
y creciente, es t letir,
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enton<tes la reíación (8.14) torna la forma3
AitCo (¿e) rs rnax ‘y(u
0(¡:n — 4’tCo(x) j)) rs ‘y (u0
¿~BR(O)
En efecto, para todo 4 E Bu(O) se verifica
¡¿e — 4t~Qe)j =¡¿ej + R.itCo(x), lo E lE.
reab zán d<>se la igua.l dad para la elet<t¡oíu
rs { RRe con ¡ej = 1,
En el taso parti<tular en que
= 7.q ~ > ~ con O < q < 1
y




en cuyo <taso (8. 14) ¡u.ueda en la forma
A’~(jxj + R.itCoQe))
1 —q
de doí’u de se obt 1 C)3. e de for433 a expl leíta
¡sitj, x E IR.N.4
>41 — q) —
Razonando de foruna análoga, si u0 hiubiera tenitio ¡71 1’urú~’uietlad
uo(IxI) =uío(¡y¡) si jx¡ < ¡y¡
entonces h4lbieseu¡’uos obtenido
AICo(x) = y (no (¡lxi — Rt~4x)¡)) , x E ffjN
no veremos en las Observaciones 8.2:3 y 9.24. la contllcién





AitCo(x) rs ¿e E lUN
itCo(¿e) rs
—Rl Vuo¡ + >13(uo) ~ O euí
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3. En geuueral si el harínltouuiaí’uo FI venituca
ii(p) =O, p E LEN
ento 1) ces la reí amor>
O rs ‘~t — H (Vu) + 43(u) =‘u~ + A/3(’¿í)
di”
n(x¿co(x)—¿) /
3(s) J co (a:) ‘u1
____ =—xit,
(8.16)
tIc dt>uí<le se dedmnte
‘y(u Qe, itCo(¿e) — l.)) < Nl.. O < l. < itCoQe).
En p art i <tu lar, ¡uaci en tío te>> tíer 1 —+ 1 (¿e) vol veI33 os a obteí >er la es ti—
tua<ti OT) iuferion
‘y(uo(x)) < Ak~=Qr),¿e E LEN ~
E u> la relación (8. 14) 13(13105 vi sto la <taract< wi za<:u , n
A’tCo (¿e) rs 133.ax{’y(uo (¿e — 4l.Co (¿e))) ¡41 =II)> ¿e E LEN
Para. cada ¿e E 11~O vamos a considerar
4ax rs 4rIIax (t) E BR(O) de Forma <tu e
sc tenga la igualdad
>xtCo (¿e) rs ‘y (lío(x — &nmx (¿e: )l.Co (¿e)))
En la si tua.c i ón anterior se venifi ca:
Proposición 8.12
Sca ¿r E iRN para cl cual l.Co (¿e) < + ~ . Enitonces
4í’iax V’uo (¿e — 4




don de 4max rs 4n)ax (¿e) c 11a(O) vi e r¿e dejin’id.o en (8. 1 7). En particulo.¡sí
Cs convexo, se vertfzca
uc> (¿e) — <~o (¿e ‘~ 4i,iaxl.co (¿it)) + Al.~< (¿e)/3 (‘4’0 (¿e — 4maxl.c>o 1(x))) ~ O, ¿e ~
es tipti ]33a para cm fen¿Trieno de extinel ¿ir NóIese, en esu.e caso, la eq Ji vamenci u:
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Dernostracion.
Fij ¿1(10 ¿r E lEN <tou’usideremos la funcmon
r1(it) 4 ‘y””> ([‘y(’uo(x — 4unax(¿E)l.)) — AtJ+) , 1 > O
4max(x) . V’¿t(x, it) + A/3(’½(x,it)
)
/3(#(x, l.))
í»~<a O < l. < l.Co(x), siendo




De esta forma, la relación (8.19) implica (8.18). Finalmente, en el
<iT Te ‘11>> sea convexo, basta tener en cuenta la relacion




Si consí lerarnos un <lato inicial no negativo de la forma
‘110(x) = uo(¡x¡), ¿e E
<7<’)!) ‘110 E C > ( fft) tal úííie
uo(jxj) =tto(¡yJ) si =¡y¡
euitt)nces, <touiuo vimos en la (i)bservación 8.11, es posible determinar (le forma
cx pl viti t a el vect<’un
4>,~d.e) rs { R—-—lo’¡¿i: ¡ lo#O





O < it < l.Co(¿e)
Re con
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A deul3ás, en este taso, se tiene la igí.u aldad
¿e — 4m~ (¿e )l.Co (¿e) rs ¡ ¿e ¡ + RitCo (¿e)
~>oulo qu.ue. las eXpresiones (8.17) y (8.18) t<t)T33a11 , respe(ttiva.i33elute. la foruna
Al.Co (:e) rs ‘y (‘u>
3. ( ¡ ¿e ¡ + BtCo (¿e)))
—RuC (¡¿ej + Ri.Co(¿e)) + 43 (‘uo (¡¿e + Ri.~,(¿e))) > O.
.á(1(1>3 a5 . en esta si t iración, podeinos afi ru 13 an nc ¡ a fui vi<ti óíu
‘w(¿e, it) 1 y ([‘y(uo(jxj + Rl.)) — Atj~) , Qe, it) e LEN x iRa.
es la tiI3.ica soluición fuente de x’¡scosidad <leí i>>ol>l<~uui=t




en lE’~ x LE.±
¿e E LEN,
R’u4>(¡¿r¡ + Uit) A/3(’uoQ¿e + Rl.)
)
¡\‘ ‘11~ (¿e, ‘it) ¡ __
/3(’uo(jx¡ + Rl.))
‘¿4>(j¿e¡ + Bit)
/3(’uo( ¡¿ej + Rl.))
NI cdiau te argumentos <tI ¿¡.5 <tos de p 1.113.tt> fijo p u.te<Il en ob ter3. erse es ti 133 axt T O u> es
puetisas <le ha fuíícióu3. prií3lel instante de extí T3.<tióI3. a partí u t’lt: la. ecu.ua(tIoI3.
fu> 13 t 043. al
rs n~ax{‘y(’uo(¿c — 4it
0$¿e)))
(70>33<) lI3ostran3os ei> el
Corolario 8.14
Suponqantos la condición (AF) así co ¿no
[‘4’o(x) — ‘¿‘0(7/) ¡ < ~r — :~,y ~
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Ento nces, se venfica
< Ait~Qe
)
‘y ( ‘uo 1(x))
>/3(inf ‘lo)
[.N/3(infuo) — LR]+
[>or otra parte, si para cada ¿e E lUN definimos la función
4>1(r) rs { max {‘y(uo(x — ¡4¡=R}, r>O
bajo la lAípoites’¿s
LR < ~\6(inf no)
la sucesión dada por 7o (¿e) rs O y í,, (¿e) rs 4> (r,>~~ í (¿í:) ) , it E IN, verifica
tCo(lo) = hm r,~(x)
-4+ Co
~j obitcncmos cl siguiente error de truncamiento
£7





Obviamente. para obtener (8.21) basta <tonsiderar aquellos <tasos en
e se ve>>fi ca (8.22) y ~len3.osí:rar la est 133 a<ti ón sui)enior, el atio (fil)e 1 a i)) feu4ior
se. signe de (8.15). Fijado ¿e E lUN, cálculos directos permiten obtener
‘y(uo(¿e — 0)) — A4>(r) ¡ = j’y(’¿~Qe — ‘y(’¿í(x — &)) ¡ poGc—(s) /3(6)
los
1 LB.
‘110(717 — 0) — ‘110(717 — 6~) ¡ ~ /3(inf ‘¿Lo)
— /3(inf’uo)
por lo t~ uie
¡‘¿/)1(8) — 4>(r)¡ =£¡s — r¡, .9 r > O
Coíísecí.¡enteíneu3te, ‘>/i <eS urja. coíutra<tción <13 1114 U {O}u
:lei3. <i)t¿T.133 05 p t)T
/3(inf u
0)
Pon otra parte ,~ si
lo E LUN. (8.21)
— r¡, .s, r > O
7Z(x) rs (uo (¿e)),
.N/3(ií>f Lb) — LR
<4
.4
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se veriíi<ta. que 4> : [(‘1,7Z(x)] —* [O,7Z(¿e)]. Euí efecto. <lebido a <i 1.1 <4
1 1
R}x) rs A(l—C) ‘y(’uo(¿e)) ~. ViO) rs ~‘y(’uo(x)), <4
se ded u.u ce, para. cada O < í < 7?. Qe), la. (les igualtla<l
O < 4>1(í) = [4>1(r)— ‘<5(0)] + <(O) =Ce + RQe)(i — £) =7?. Qe). <4
la hin <tiólí 3/)Aden’> As ti e.43e uu u a i <so pu vitú, fij t~ qu.me <toi u’u <ti de co u l. (¿e) (ver
.4(8.14.)) y el res ¡tItado se sig¡.íe fácilr4íeííte.
Observación 8.15
Los arg3.>1)3.entos utilizados en l¿r t¡t:131t)stra<tiót3 del Corolatio S.l 4 rati u> <>1>, <4
víra tíatos ini ciales <tou)tinuos, la propiedad
rs {‘y(’uo(xo)) SI
<et3. aq u.u el los pu> 43t os ¿e>> E ~1N en los <j te la fui vi <71013. ‘¿1>> ¿rlca.u > za. .113. 13. ¿LXII)) <i (ver
.4la. Observa<:ión 8.11). En efecto. corno —y es crecm en te,la fu.u n ci613. ¿e ~ ‘y (‘un ( e))
¿tI <tal> Za ¡113 rl)¿í.x T <11<) en el 133 5 rnO ~)>.T 13. to ¿eo 37 se vt: rl tu ta tj uit:
u3lax {‘y(’uo(xo — 4v)) : j4j < B.} = ‘y(’uo(xo)). ¡ E LE.. <4
[)e aúj uí Í se <tovich uye <itt:
r,, (¿eo) rs ~ ‘y(uo(xo)), u E IN u {O Y. o
Observación 8.16 <4
La <lesigrual tiad (8.21) 113 u.íestna i ui~, ba.j o la.s hipótesis (8.20) y (8.22),
función priu33er insta4>te <le extinción tCo( . ) está <lehnitl¿t en totlo el esj:)a>7I0
HiN. <4
8.2.2 Regularidad. <4
Par¿r la regIdandad de la fu u ción itCo ( ) requerirel33 os <ini ‘¿o veril i tj T le
(B + ¡¿)¡V¿¡0~ + 4
3(’uo) > O en
11~N (ji > 0) (8.23) <4
<e43 el sentido de la viscosi olad . Entoíuces, la pro>piedad del ‘7013.0 tie <lepend< íH la
<4
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‘Teorema 8.17
Supongamos la condición (AF) y sea u0 E C(IRN) solución de viscosidad
de (8.23). Entonces, para cada (¿e, it) E lUN x 11t~ sc verijica
u(¿e + (li, l. + fi) =u(x, it), fi > O, j~j = <. (8.24)
En particular, u es’ solución de viscosidad de la ec’aaczon
u~ + ¡¿jVuj =O en WN x 11W. (8.25)
Demostracion.
A partir de C E B~(0) tonsideraníos la función
v(x, it) rs u*(x + el., it), (x, it) E 11{N x 1114
qi~e ven fi ita
‘¼— B.¡Vv¡ + A/3 (u,) =( . Vn =¡tjVvj en RiN x 1114.
Co TI3. o por otr¿t jiarte la hipótesis (8.2:3) deten> ni iía
—R¡Vuoj + 43(uu) =pjV’uuj en lR~
y, además, pon ser u
0 E C(lR,N) se verifica
‘o * Qe, 0±)rs <Qn, 0±)=uoQn), ¿e ¿ ITt.
Así, el Corolario 6.7 hace qu>e se tenga
<(¿e + (1, it) rs oQe, it) =u0(x), (¿e, l.) E LEN x IB.~. (8.26)
A <7011 ti!)>.>ací <ir), l)a.ra fi > O fijo, sea ahora
wQr, it) rs <¿e + Ch, it + fi), (¿e, it) E lUN x 1114.
(21aran> ente
Wt — R¡V’tvj + A/3(’w) rs o en lUN x IB4
y. a ííarti r de (8.26),
‘w(x, O) rs ‘u(¿e + Ch, it) =u0(¿e), ¿e E lUN.
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A pl i <t¿tn tít> nuevaun ente el Corolario 6.7 obtenen>tís (8.24).
Couí vistas a tleuntístrar (8.25). sea (pu, 1>2) E 1’)”’ .u~ (¿e, ‘it), es decir,
.4
4t’(y.s) =u’(¿e, it) + y>> . (y — ¿e) + p2(.s — it) + o( — ¿e + ¡.5 — l.j).
Con secuenten3 <713. te, 1 ¿~s elecciones y rs ¿e — (fi, s rs it — 1>. col> fi. > fi y ¡ ¡ =fi
.4
y la reí¿íción (8.24) í’íerníiten es<tri bir
o =~?(x — (fi. it — fi) — u’(x, it) < ~hp1 . Itp2 + o(h).
Di vn líen <lo lío r fi > II y b ¿iciendo te>> <ter it —> (1 se tiene
/>2 + Pu ( =0, (pi,p~) E l~)~u’(¿e, it), ¡(¡ =¡‘. .4
‘1’1 su.!’prel>>o euí ‘2 E ti tetire.>>>a tl<t Fer3thl3el—Moue=u.u.u<t<ir><tlu.>ve
.4
/>2 + /111)1 ¡ =O, (pj, 1>2) E [)~u’Qn, it). o
De este res> !lt ado se de< 1 uce la hp stl’u it zi anlúlatí tít: la fu.>!>cié u> t~
Corolario 8.18
Bayo las condícion (AF), si uo E C(il{N) es’ solución (le viscosidad ¿
(8.23) y la función itCo (~) está definida en un do ¡‘u n io c JH.N entonces u
jitCo(e) — it~~(y)¡ =—Fe — y¡, ¿e, y E t? u.
It
Demostracion.
La prueba se y>¿ísa u una <ibsenVaci O Ti !i3> 13. uiciosa tít: (8.24): ru ótese <u.u (2
l.Co ( ¿e) + fi es un instante de anula<tíón par¿í. el punto ¿e + 4k.. De esta. fonuu ¿í.,
l.CoQe + 4h) =‘itCo(¿e) + fi rs l.CoQC) + ¡(¿e + 4fi) — ¿ej
It
Observación 8.19
IB vi el castí eíu tj nc la [>í<mi 613. it ( ) es té. de Iii> itta e.13. túdo 1~~N e 43. tt)t3.ces ser c>
gloii¿ti u33e43te li¡>s<tl3itzi¿tuu=1.,~i<>>1<> (hule teu><lra. t!13 (trecin)iú.11>tú) a it> su.uTi3.O 1 iiw~l
eu3. el influilto. E13 efetto,
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+ j~I <+00. o
Observación 8.20
En 1 <>s resultados anteriores 1)t:mos retínerído que u<> E C ( HiN
It: vis<tos <dad de la cciia<tmo iu
—(R+ p)¡Vuo¡ + A/3(u0) >0 en LEN
sea s<>l1.1 ci 43
(p > O).
No obstante, si u0 es lipscl)itziana <le constante L > O, es decir,
juo(¿e) — uo(y)¡ =L¡¿e — yI, ¿e, y E HiN
ptitleuiios reemplazar la hipótesis anterior por
—R.jV’uo¡ + 43(uo) =e en
e
IRN (e > O) (8.27)
dado qí.ue, si toman í<>s jt ~ , se verifica:
—R~V’uoj + 43(uo) ~ e =¡tL =,zIVuoI en LEV.
La cuuestióru es ahora. ¿cómo obtener la condición (8.27)?. Está claro
—lii Vuo¡ + N/
9(uo) =—RL + A¡3(inf’uo) e
51e1’i’lji)>C y <ti!¿ti>do
ini u
0 > /31 (RL) (> O)
(véase (8.22)). o
Cuino comentarnos anteruormente, la exti u’u ción es suave. Concretau3.3eÚte,
Proposición 8.21
.Sí se verifica (A.F) enitonces la función parcial l. >—* u(x, it)
en l.Co(x) y, además,
es diferenciable
ut(¿e, itCo(¿t)) rs O, ¿e E IRN.
Dernostracion.
Vease l ¿~ <1 <evi3os 1;racion del (Uoroi ant) .9.23 ‘Ion (le se n3uestra esta i)rol)it:da<l
(701)
I- ajo llip<)te.sis más generales. o
CAPíTULO 8. HAMILTON ¡ANOS [41[‘SC[1VEZ lA NOS.
El estu dio <le í¿t t715=1.de exti u ción es u u> a. cuest lO!) i rnpo rtau u te, j’) líes 71 1wsar
de tel3.t:4 í.ííía fó>rm.ila de rep>’esentacióu3. de la soiuciót~ . [4<>tel3e>3T<>s d<zI;eruu
nada exl>licital33ente la fuinción l.~< (.). A cou3.ti>>>.Ia(tióu, bajo ciertas Lipótesis.
ob ten eu13 ts u un a tasa de exti 13ción .113. ¡‘fo rn~ e, para lo q >ie r<it<¡ ueu u ren3 t>s 1; rab=u.j
<t<.>i <=1 <70 43j 1.11.3. t<‘>
..4(¿e) 4 {‘2i¿e) E A’itCo (¿e) = ‘y (‘ti0 (¿e — ((¿e )l.Co (¿e))) }
asociado a cada i)unto lo E HiN con uoQe) > O.
Teorema 8.22
Bajo la condie ón (AF) y uo E C( í¡{N) solución de viscosidad de
—R.¡V’uo¡ + 43(uo) > O en
5C0. 37 E LEN con ‘<¿o (¿e) > O tal que
A(x) O BR(O) # 0.
Ih’n ‘y(’u(x, t00Qe) — it)
)
— 1.
Por (8. 1 6) basta con 1>3 ost r¿ír la des igual <latí
u>)) iiif ‘y(’u (¿e. itCo(3t) — it)
t -40 Al.
8> & rs ‘2(37) E .4(37) 0 B>,~ (O), considera.unos
42
M si (~O
liii vector unu t,ar><) aibi tranio
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para los <inc se verifica
—itCo(lo)’2 — cite rs —(l.Co(x) — l.)(’2 + <it)), O < l. < it
h¿tra algún í~(it) E II<N
St: ti<e>3.<e
cou’u ‘2 + <it) E B~(0). En efecto, para todo it E]O,¼]
itCo(lo)’2 — cite = —(l.Co(¿e) — it)(’2 + <it)),
do¡>de. í¡(it) E IB,N está definido por
(itCo(¿e) — it)<l.) rs it(’2 + ¿e).
— ,~, .. •.A su pues, p¿tra (3 < it < it se
K+u(l.)¡rs ‘2+ ‘2+ ce ~
itCo(lo) it
(>oi~s i <lere>)3t>s ab or¿t la f>inción ¡>osi ti va
ú(it) rs ‘u0 (x l.CoQe)’2 — cite), O < it « 1.
Pon defini <71013, St: signe
+
l.Co(lo) — ~ = II.
p = —ceq, q E D””uo(x — itCo(lo)’2
así, la hipótesis (8.29) determina que se tenga
<it) + +/3(’o(it)) > O O <ti it « 1
ci> el sent id<> <le la viseos id¿>.d , por lo qíie





1 <15—U — Jo /3(vQs)) ~‘—
(ve> el Corolario 4.51). Por t¿tnto,






5La Fuincié,> t ‘—4 esA—it creciente en el intervalo ]O, A[.
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De esta fon ¡a, de (8.28) y (8.3:3) <Áe<l> TcI>3105, p¿vr¿r (J < it « 1, las designal—
dados
— Al.
~¿< ‘y(uo(¿e — itCo(x)’2 “— ¿‘te)) — A(tCo(x) — it
)
R Al.
‘y(’u.o(¿e — (l.Co(¿e) — ‘)(‘2 + t¡(l.)))) — A(itCo(:e) “— it
Al.
[unax ‘(‘y (‘¿¿o (at — 4(itCo (¿e) — it)))
La FórT33T.tla (8.10) implica
1 — ~ < ‘y(’n.Qe, l.Co(37) — it)
R. — Al. ‘0<1< r
y la tas¿í. (8.:32) se a.l cauz a ¡3. aciendo te> den .‘ ui>í> ert> it —* O y 1>1 egú E —~ O. o
— 1< V’uoj + A/3(u0) > Cl
Nót<1,se t¡>.T<e 1 ¿i ltip<>tes >5
eu> RiN
es optimal para el fenóuueno de exti u> cióu¡. En efecto, si cori sideranuos >i u tl¿tto
i rnci al 13<> negativo de 1 ¿t ft>rm a
‘uo(¿e) rs ‘uo( ¡¿e ¡ ) ¿e E
(701> ‘no E C’u (lii) tal <u.u e
uo(j¿r¡) =‘uo(IY¡) si ~¿<< jyj
(vé¿u.n se 1 a.s O bsenvac¡ones 8.11 y 8.1:3) e iutor 1 ces eii atí >iellos J) Ti Ti tOS <tt3. 1< >~ u >0
it<=~,1(x) <+00, se verifica
— Ru~(I¿d + B.itCoQe)) + A/3(’uo(I¿< + RJCo(¿e))) =O. o
Vean’uos <tém ti> p .íed e coTui p u< 1:> au se la b pl:es i s (8 . :30) cu.u ando el dato ini <ti al
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Corolario 8.24
Supongamos (AF) y sea u0 un dato inicial verificando (8.20) y
—RjV’uoj + A/3(uo) =e en 1pN (8.:3’4)
para alqón c > O. Si ¿n C ~N con u0(¿e) > O entonces se verifica
e ‘y(uQe, itCo(lo) — it)) < < ~ < ÉCo(lo) (8.35)
c+LR Al. _
y, por tanto,
1 < Al.Co(¿e) ~ + LR (8.36)
‘y(uo(¿e)) e
Sí además la función ‘>10 alcanza un maxámo en un punto ~o E HiN
aquellos puntos ¿e E IB.N que verifiquen
jx xol < A(c Rc1(w) (8:0)
se tiene la siguiente tasa





eLas hipótesis (8.20) y (8.34) determinan, para la. electión ji 4 r
—RjVuo¡ + .N/3(uo) =e = jiL =jijVuoj en
es deci i,
— (R. + .~) jVuoj + A/3(u0) =O en LEN
Sea (pi ,p~) e D±u(x,l.Co(x) — it) con O < it < itCoQe). Pon definición
1>2 — Rjp> ¡ = —43(u Qe, l.Co(x) “— it)). (8138)
Como íor otra parte
P2+t¡P>¡=O (8.39)
CAÍ’ m’r [1140 8. I{.~ Ni m LTO N lAN 05 1. [‘SC [1ITZ[.4 NOS.
(véase (8.25) dei Teorem¿í. 8.1 7), de (8.38) y (8.39) se sigue
¡ LII \(‘1+ —) p~ ‘+‘ A/3(’u(x, itCoQt) — /)) =0, (pi ,¡>2) E D~uQe, it~4e) — it).
el
A 4guun<=I3taT3do<¿omo C13. [Cr—Li3. (.X>rollary 1.7], p¿tr¿t cada ¿e E iRN
.5 < it < it~Qe) se. tiene
JuVtco (x) —s) do — fico (x)—s it
1




o, et~ uí vahenteniente,
‘y(’t4¿e, tCo(e) — it)) — ‘y(’u(¿e, itCo(¿e) — .s)) Ae (it-”s).
— e + LR
Haciendo tender .s —y O se obtiene
Ac
‘y(’u(3:, it<
0(¿e) — it)) 1> t, ¿e E LEN O < it < it~(¿n).
e+ LR
La u33.ou>4jt0T>ia de ‘y y (8.16) coi3. 4tluyel3. (8.35) ~‘ (8.36) (ésta. uiltí >3.3 a síu> it~as
q u.u e hace> tender it ~* it~1(x)).
Por ú>tr¿t parte, not’e43.305 q>e (8.20) y (8.34) i n3 plicaí>
niN¡l.Co(¿e) — tCo(y)¡ ~ L ~ ¿e, y >ri.¡¿e — E(7








ver la O bst: rva.ci ón 8. 11). Co>330 podemos eser 1)1 n (8.37) CI3. la fo ru)> a
¡lo — ~ < a(itCo (xo )-““ L
—¡¿e ¿eofl
e
la. <tt)13. ti icién (8.4<)) con tLute a
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(~;ot3s<~(t>.ue1Iteui)e>)te, la igualdad
.NtCo(w) rs n)¿>.X {‘y(uo(y)) : ¡y — ¿ej =RitCo(lo)Y
(8.28) y (8.41) condu¿ten a la existen<tia de UI) e1e133e43t0 ‘2 E BR(O) con la
propie.lad
¿eo = ¿e — ‘2itCo(x).
[)eesta forma,
‘2(x) E BR(O)
y el nesultatio se sigue del 8.22. o
8.2.4 Datos iniciales no acotados.
IBT3. 1 ¿1.8 Su bse<tcio>í es ¿tT3. ter i <>res 1) e13’105 vi st<> <ttfl3.3 O la (7011di cién <le abst>rtti oi
fu u erte.
JQ /3 <+00 (AF)
p~n>ííi te definir la fu.u3ción itCo (~) en todo el espacio HiN s3.iponie>3<lo un a cual—
qTíjem de las siguientes condiciones:
1. sup u» < +00 (ver la (i)bservación 8.3).




(véase (le nuevo la Observación 8.3)
3. i~’~ el lían> il tonma>ío
H(p) = R¡pj, p E HiN (R >0)
tI < se veriii ca
‘41o(x) — uo(y)¡ =L¡¿e — y¡, ¿e,y E RiN (L > O)
de u3ht)d~i) q uit: se tenga
VeaSe l¿í Observació>> 8.16).
CAÍ’í’í<I.JLO 8. HAMILTON ANOS LIISCHI’I’Z[ANOS.
4. cnauído el l3.a>3uiltt>IIiaI3.o es lipschítziano
¡H(p) — H(q)j < l{jp — qj, ¡>, qE LE.N (FI.> 0)







(ver el ‘Feorem a 8.5).
A bou a va~~> os a y> raEnni d i za.> en el es t>.i tI O dei <7 (>113.1:) <‘>it aT) 3 i eu t <i) (u e 1 ~i. fu.u >3. <ti ti u>
l.Co ( ) en el ‘bit u> ito’ para una <tiase de hauí3 iltoI3 ianos y <l¿ttos iniciales ti ps—
chitzianos.
Teorema 8.25
Bayo la condícion (AF) sea FI ‘un hamiltoníano verificando (8.43) i~
HQ>) =O, p E IB.N




—“1’l(Vuo) + A/3(uo) ~ e
‘y(uo Qe)










Co433o FI > O. se venitica
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(ver (8.16)). Pon ías hipótesis (8.42), (8.44) y (8.46) sabernos
L
qi>e la fur3ciun
tCoO) es globalmuente hpschitziana. de constante —, íor lo que
e
L












Y”” 14-*+Co .NitCo(x) )
En realida<l, corno veremos en la Observació>3. 9.22. la condi<:ión
putede rebajarse reemplazándola por las siguientes (véase la Proposición
sea n > O y ‘7< : lEN —* IR ín¿t Función coI3.tinna y <tol3vexa ve.niflcaí3 <lo
(8.45)
9.18):
I-I(p) =íc’7<(p), p E HiN,
= {4 E D(7t)
rs O para algun 4 E V¿.
Evidentemente, (8.45) se obtiene Sil) más <fue tomar ¡c = O. o
Observación 8.27
FI ¿tg¿tu3305 ¿t lgi mus comentari<>s cTial3dt> el hami 1 toniano es
I-IQ>) rs R~p¡, p E IRN (II > O).
1. Obviamente, la condición (8.44) se. verifica si u0 es acotado. En este
caso, c0u3)O no se satisface la col3di tión (8.47),
<le la función l.~ ( ) sólo tenernos la esti unacuon




í>ara el ¿tornporta>n ie.>nto
¿e E IB.N





(ver el Co rolar i <‘~ 8.24).
<4
.4
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2. Para el caso C13 <ií.>C ~ E LCo (LEN), liemos mostrado auteriori ríente (ver
l¿t O bservaciou~ 8. 1 1) ‘y(u0(at0)) <4
‘uo(¿e) < uo(¿eo). ¿e C RiN ~ l.Co(¿e ~— A
El ‘i”e
t:m 8.25 viene a rait4j¡c.a¡ este resí.m l ta<l<> (=13. el seu’uti tl<> <‘jiw Si
‘11<> ~ LCo (LEN) y í>~r tauíto,
liT33. ‘utí(¿L) = ‘4—cc .4
ei3. tonces, coí 1113. ‘al> uso de es cnt ura’, se ve>’ i fi c¿t
Observación 8.28
I)el Corolario 6.7 y del Teoreuíía 3.25 se sigue la un cidad de la fiun¿tiéuu
pr> >31 t:r 43. stante de extiii cié>> reíat iva ¿u. la ecuaci 643. (FI.])~ /3 ~ ¿<.1 tI ato
inicial lío E C(HiN). .4
2. (iou el teorel33a am3tt:nion lo <í>.>e llaíte>3105 es pnetusa> e~tacitamenite el












L¿u. t:<tU~<t~643 >u odelo <le esta Sección v¿t a ser
u> — B.jVul”’ + 43(u) = O en LEN x IR~ (m>l)
sobre la .9 i.ie seguirnos rnante> jendo la <toudi¿tióu de absorción f~>e..rte
—<+00
vietes¿tr i a, <tomo vi 113 t)5 e>’u la (1) bservación 7.20, p ¿tra 1 ¿t p rt>í icé a(l
ti 13. >tiól3) . S.um¿triarneu>te obte>>emos l<>s siguientes res>) 1 tados:
(~F)
<ile. dx”
1 . Existencia y’¡egularida.d dc solución. Bajo la hipótesis
—R¡V’uo¡”’ + 43(uo) ~ O en HiN
13305t4’a.13305, >3íetlia>3.tC i.>n algl.1133t:nto de (tonll)acidad. que el probleuna
u1 — R.jV’uj’~ + A/3(u) = O
u(., O~) rs uo(.) > O
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adu rute u >r> a solucíó>3. u E VV 1,00 ( ¡p,~N x 1B.~ ) . Notese ~ 5 <t~ <la Ti1> e/reto
reg’ula’eízanl. e: a
uo E UC(LE.N) ~ ‘u, ~ LYh0(11t ~
Pon tanto u es, tic beclio, nr>a solución generaliz¿>d¿c (véase el T 4
de Rademacher en el Apé<~ di <te 8). Adeun ás, ‘u es sohutiou, flt{niiii o
it~(.) =it~(.) Ve solución de (P)Q. 4
2. [?equíaridad <le t~ (¿e). IBI supuesto’
¡ Va0 ¡ — B.j V’uo ¡~ + A/3 (‘u<>) =(3 ~ ¡FIN <70>3. p > (9 (9. 1
(7013<l>i <te a
1
jitCoQc) — it00(y)j =— ¡lo — iiI, ¿e, y E HiN.
1’
3 .Ja.sa de exitinción. De nuevo, la coudicióu> (9.1) 1>05 penn3.it(=tleut> 4
‘y (‘¿¿(37, it00 (¿e) — it)) = 1, E
Al. 4
11 . Lieca ini ienito suave. 8ajo adecu’uadas hipótesis se ver >1<71
‘¿¡¿(¿e, it00Qe)) rs o, ¿e E mN .4
Observación 9.1
Q u>eren3os destacar que euí el caso >u > 1 obten emos la. t¿csa de extí> > (tíO>)
para todo ¿e E HiN ¿c <Ii.feren <tu ¿c de lo <u.> e oci> nr la <ton el <tastí ¡u = 1 . e>3. SIsólo tenían3os la tasa exacta de extín ciéu3. en pi.iu3.tos p¡ó¿eínío.s’ a. los md
del ti ato 13 ¡ti al (ver el Corol a.r i o 8.24).
.4
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9.2 Existencia de una solución.
(.Jouno complemento al método de i’>erron descrito en i¿t Parte at3terior, damos
a.qí.ií otro argi.i<uento de existencia tic soluciones a partir tic truncamientos
sobre datos ac<>tados .S<~a’¿ío E UC (lEN) una fun<ti643 no negativa definida (=13
con N > 1. Para <tada rt E IN consideramos la. siv>iente fi inción positiva
y acotada
1
7t~(¿C) = [u0(x) A u] + —, ¿e E
Como se compnt>eba fáci ln3eI3te, se tiene que ¡
j’u~(¿e) — u¿(y)j =u0Qe) — ‘uo(y), ~,y E lUN,
por lo <Inc ‘u~4 c ¿¿(2 ( ~BN) , umlformernente en u, {ug},, —* u>, uniforrnen3er3.te
(=1] 51.>bconj nI3tos <to>ul>a<tt<s <le lEN <tuando ~ —* +00 y u4 = ‘11<> + 1 ei3.
>~ E IN.
Por otr¿t part<e, en todo lo q nc sigue vamos a. <tt>nsi<lera.r i un hamiltoniáno
II E C(lE,N) con H(O) = O y una función crecie>3te localmente lipschitziana.
/3: lR~ —* Hi~ U {O} tal qu.ie /3(Hi±)rs Hi4 y /3(O~) = O. Relativo a.l término
/3 toI33anemos la siguie>)te apnox>mac>on acot¿tda y local u33eu3.te 1 ipschitzíaúa.
/3dr) = /3 (fe A n) ~ r > ú
ct>t3. {/t 8. —* /3 uniforn3emente en subeonjuntos compact<>s <he Hi±U {O 1
cu.uantlo ‘u. —* +00. Además, vLr=ttodo a > O existe
0a,,, E LE. tal que
— /k(s) =C~,~(r — s), O < s < i~ __ u.
Cono<tidos nes>.dtados deter>ii i ¡3am)
Lema 9.2 (ver [Ba2], [Cr-L12], [1s2], [Li5], [Sou])
Existe una untea solución ‘u’~ E BUC( lE.N y IR+ ) de la ecuacion
— H(Vu~) + A/3,,(u~) rs O en lUN ‘< ff14 (HJ)Ñ,p~
veril ficando
hm ¡ Iu~Q, it) — u~d.)I¡Co rs O.¿-*0 o
<4
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Observación 9.3
— uEs ol’uv i 0 új¡ e para cada’n E IN las fu.> vi ci ouí es axtot atlas it( ¿¿: ,it) rs y
ñQe, it) u + ~ 5<>>), respect ivanlel3te, síib y Sil pe uso1 ución de vis cosi <latí d < ir> <4
ectia<tiói~ (Ni) .>yj,, en IRN x lE.±. Por tal3.t<>
~( ) + ( ) ~ x ff14. (9.2) <4
it it
Observación 9.4
Mediante ¿trgu.1433e>3.tos <le c<mpanacion (ver [Cr—L12]< [(Dr—Ev—Li])se
<tonrpií.reba la desi gu.í¿d da.l
¿[‘(37. it) < 17~(¿e,it), (3:, it) E LE.N x lU.+ <4
t1013de ‘u” es la. sol T) ci613 <le la e<tu 710.1013. 5> > pert>.u rl)an
— H(V’v”) rs 0 ei~ LEN y ll{± ‘7
úmn<ú veni’f’u <ta
lii’!) jj’v’}..l.) — ‘u~(.)¡j~, rs O.
<-40
Nótese <i nc cvi ¿tuido FI es <tonvexo, la jomii u/a de representación dr f<~ — a
()leinik <letern> i u> a., p¿tra cad¿t (¿r,it) E ¡1{N x Hi~ , la desigualdad
u”Qe, it) = ‘c”Qe, it) rs sup {u4(z) l.H’ ( ~ ‘) : ~ C D(H*)}
a
Estndien3os el decat’míento general de l¿t5 st>l í.>ciones pa.r¿t >>na c>ert¿í 1
<le <latos iniciales. Más pne<tisan)e>3te, se tiene el sigI.Iie>3.te resulta<lo:
Proposición 9.5
.5k ‘11g E UC(lB.N) es ‘un dato inicial verijicando
a.
— II (Vn0) + A/3 (‘u) > (1 cii ¡r.<N (93)
e tito u ees U
D





9.2. EXISTENCIA DE UNA SOLUCIÓN.
Demostracion.




sí uo(¿r) < u
51 ?‘o(lo) > 71.
Además, si ‘110(x) = u el <tonjunto Du~(¿e) es {O} o vacío. Por tanto, de la
definición de /3,, y (le (U.3), se signe la desigualdad
~~“H(Vu~)+ A/3.,.(u~) ~ O en HiN
Utilizando (9.5), couuo u~ E BUC(lUP) ~
— II (V’u”) + A/3,, (u”) rs (9 eu> IB,N >< lE.±,
entonces, n3ediante argnl33entos (le c.on3paración, se tiene <ít>e
u~Qe,t) =u~(¿e),(¿e,it) E lUN x 1114.
A co<> t, vi ¡¡a<tíon . fijado fi > O, ha función
tv(3:, it) rs u~(¿e, it + fi)
‘iv~ — FI(Vto) + 43,, 1(w) = O <Ml lE.N >< lE±,
por It> que coíupar¿t>itlo tic íuevt> (ver (9.6)) se
u~(¿e, it + fi) < u~Qe. it), (¿e, it) E jj<N x lI{~.
A la vista de (9.7). íara c¿ída
ob t íei3. e la reí a<tio>>
(9$)
(p’,p’) e ltu’Qe, it), se tiene la desíguaidatl
‘u”(y, s) > ufl (¿e, it) + ¡>? (y — ¿e) + ¡>1~ — it) + o(jy — ¿ej + [e— itj),
<Ile, ~ l¿u.s eleccit>l3.es y rs ¿e y .5 = it + fi, fi > O, se coi3vierte en




de tít>vide se sigIle ~u> e p~ < O.
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(9.7) en la forma
CA m:¡~~t.; Lo 9. <4HAMILTON lA NOS NO [.11>50mm [TZ mANOS.
Pon otra paute, pan>. (¿e, it) E LEN ~ IB + y O < It < t, Potle>33t>s escribí>
Lb” (3:, it) =u” (¿e ,it — fi).
Eligiendo ahora y rs ¿~ y rs it — fi en
u”(y,s) =¿¿‘‘(¿e, 1) + q’ (y — ¿e) + qQ(s — it) + o(¡y — ¿ej + ¡s itj),
dtn’u de ( q~ , q’) E 1)+ u” (¿e ,it), se dcclii ce la desigual<1¿ud
O < ‘u”Qc, it — fi) — ‘u”Qe, it) =“—q!jh + o(fi).
¿í partir de la ciíal se ct>nítl uye que qY < O o
Observación 9.6
1 . A partir de la <to1)> Ii <t1613 (9.7) se tien e la si guiente í> uo p ied;u.d <le lo cali—
zaczoí¿ del soporte:
5t1PP u” ( . ,it) C su’upp ‘u.” ( . , •s) G sup¡ ~ ~ , it > s > O.
2. Nétese qute la l3ipótesis (9:3) es verííicatl¿t por ¿ttí¿íl¿ií>.>íe> lntu>’u ilto>u nu.<>ti
FI >‘o positivo. u
[>71raco un pl et an nuestro es t tudio vavi’uos a obtener est >13710.1 ones 1 t>ca.Ies >313.1—
fo> u)) es del conj uu>to subdiferencial II)— ti”. Para ello trt iii z¿u3305 III 05 1 eu’uias
tec>í i<tt>s:
Le ma 9.7
Sea iv E UC( l¡~N)
can <lo
donde o~(~) CS
[‘apa <tada¿r E IRN y E > O c¿eísite ¡¿(¿e, a) > O verijí.
g,<,(h( ¿e, e)) ~ ~, ~ E fl4 ‘¿¿<¿e) U [Y iv (~e)
fi(¿e.e)
el ‘módulo <le continuidad de ‘un. En pa’rtíc’o.iar, sí
¡‘w(¿e) — ‘uv(y)¡ =L¡x — yj, ¿e, y E HiN
para algún L > O, se tiene que ~ (fi) rs Lb. y
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Dernostracion.
L¿v hipótesis ‘to E UC(lE.N) mí.>estra que la func>on
= >)3aX { ¡‘w(¿r) — ¡¿e — yj =51, .9 > O
satisface e,,,(O+) rs (3 y
¡w(¿e) — ‘w(y)j =e~d!~ — y¡), :n, y E HiN.
(2onsider¿u~do ¿e
(tt)1) tl>i OC 71
E HiN y p E D>w(¿e), p # O, [¿y noción de sul>difere.n
‘te ~+ h1.LI¡) ‘uv(¿e) =h~p¡ 1— o(fi),
esde<:ír
¡pl =
‘w ¿e + fi— “~ + o(h)( 1> —tv(¿e)
¡1> ¡)
fi
s>j¡>uiesto fi > O. Conse<tuentemente, la regníaritíad cíe ‘w determi í’ua
Qw(fi) + o(fi) 7> E iY’w(¿e), fi > o.fi
Arg>>unentando de foruna ¿tu’uáloga 1 lega>3305 a
ew (fi); o(fi) p E D~w(¿e), h > O,
lo qlíe flt)5 p<~fl3.3 itt: <7011 <tiiii r <el it:5 i’uJ tatlt>. o
El resul t¿tdo del lema a>utenior es <ton3pletatlt> por:
Lema 9.8
Sí B es itria bola cerrada de HiN y iv E SCS(B) verzfica




¡‘w(¿e) — ‘w(y)¡ =Lj¿e — y¡, e, y E B. (9.9)
(DA 1 ‘ITULO 9.
Demostracion.
l~)ados 3:, 4/ E B,
HAMILTONIANOS NO LmPSCHmTZ[ANOS.
¿e — ‘4/
¿e y, consideramos e rs y la fur3ci 013.
yj37
p(r) rs ‘w(fJ + re), O i =~¿e— yj
tpie ven fi <7=1.
y(O) rs tv(y), so(j¿e — y¡) = u4¿e)
y
y’ =L en
(=13.el 5e43 ti do de la. viscosidad (ver (9.8)). A ph can do el (Dorol ario 4.5 1 se llega
.4
— y¡) y(O) < L¡¿e —
es decir
‘u’Qr) — ¿v(’uj) =L[¿e — yj.
B.eeír>plaza>3d0 y por ¿e se concluye (9.9). o
Observación 9.9
lI)el:íido a í¿t reía.<tit>>i
D~ w(¿e) rs —D~(—’tv)Qe)
se <>1)t ie íe la nl i sin ¿y regí u ari (lad para tu E 8(21(B) si la. con tu ciUy (9.8)
es re<’u~~ plazad a por
j/> < L, ¡> E 1) (y) e E B
2. E13 part i cutían, B pi>etle s< r to< 1 o lEN
:3. Un¿í. v<ensióu> del a.uterit’ur >esu.rltadc> u’usautlt la pri uí’uer¿y uut>ciéuí de solu.ícitñ>
de viscosítiad pu><~:de en coí’utrarse (=13 [Cr—Li2, Corollarv 1. 15]. o
Proposición 9.10
Suponqamos la condición (9:3) y
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Entonces, para todo subeonjunto compacto K de lEN x Hi±existe una con.;-
itante positiva e rs e(H, A, /3, K. ‘uo) tal que
¡fi ¡ + p~’ ¡ =e, (z>~, ¡49 e [Yu”Qe, it), (¿e, it) E K. (9.1k)
Conseeue demente, u” es íipscfiiitziana, uniformemente en n, en todo subcón—
pinito compacto de II’tN x Hi±
Demostracion.
Sea (fi, p~j ) e [) u~(¿e,it), (3:, it) E K. Por la <leN vi icié>’u de /3.,, se deduc4n
de (9.4) y (9.6), las desigualdades
O =¡4 — H(fi) + A/3,~(u”(¿e, it)) =—FI(p~) + A/3(’¿44(¿e)).
Por tal3t<>, la ¿utotación ‘ua < ‘u~ + 1 en IRN il33plica q>ie ¡
FI(p’) =43(k + 1)
51e13<lo A: = >3) ax {‘uo(lo) : ¿e E KN , tlonde KN tíenota la proyetciór> <le K
sobu’e LEY. Por tan tt, pt>r la <tontI i <ti <Sn (9. 10), ob te 4>en>05 <it> (=
ht< ~e1
para aIg>) 43a ct>nsta>>te positiva e’u independiente de u. i)e esta forma,
= —Ñ =—H(fi) + 43(k + 1) =~2
sieí>tlo tambie>> e2 una constante i>’udependiem’ute de u; así, para obtener (9.11)
basta. tonuar e = e> + e2. Final mente, basta argumentar <tonrn (=13el Leun a 9.8
ia.ía. obtenen la. reg.> lan d ¿>.d <‘1 e la. fu mn <ti óvi u”. o
Observación 9.11
Con el arguin3eu3t<> am’uteriou heu33os obtenido un a acotaczón <leí gradiente
sin derivar la ecuación. u
Llegatlos a. este punto ya estan3<)s e¡’u <tontí iciOI)e5 de mostrar el
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Teorema 9.12
.S%¿po ngaínos (9.10). Enitoíutes, pata ca da >~o E ¿¿(2 11{N ve’riju7ando (9.3)
existe una función ‘u E Lip10(LEN x 1114), ‘u =O, solución <le la. ee’uíacíon <4
11~ — H(Vu) + A/3(’u) rs (3 en itt x lE.~
p’¡escríb icudo el dato inicial <4.
O) rs u0( ¿e), ¿e E lIC’ .
.4 demás’, la a’píicacíórí
it t—* su.ipp’u(., it), it =0 <4
es no crectenite. En particular. se tiene la. .s’iquíenite loeaiízaeíó’n del sopotite
‘u(.,’it) G supj) uQ. .s) C supp ‘dúO), it =.s > 0. <4
Dernostracion.
.4A la vista tít: la. P nt>posi <tién 9. 10, el teorema de Ascol i—Arzelá det¿eu muí>a
í.íe la suicesién {u” }‘, <tonverge a alguna función u E ¿¿(2 ( nr x IB.+ ) ni>
fonínen’ie.nte e.43 co>l3pactos <le lEN x Ilt.±. Por tanto, or í a estabilidad dc 1<> <4l3.O<ti<jI) <le. solucién cíe viscosi<la<l (ver [Cr—Ev—Li,Tl3eorel33 1.4]), la fu.iuv ioi> it
es u.ína soluttió>’u de viscosidad <leí i)4ol>1e133¿> (H.J )~¡‘u. Las tltl33.as p4opied<o les
de ‘uí se ol)tievi<irn Iácil>))ente (ver 1 a iesigíal<lad (9.7)). o <4,
Observación 9.13
1 . El 13 ecli o de partir de >113 <lato i uici al ~ E ¿¿(2(lEV ) y obteu <e i I1I>~> <4
solu<tic vi ‘u lo <¿am) euí te Ii1)50131 tziana er> IR N >< 1114 <nuestra ú~tres e <la u.> u
efecito ‘regularízante.
2. Covi3o ‘u E Lip~~( HiN x Hi±).por el iteo reina dc J”iademach Ce sabeI3os
<iT ue la fur3ci613 it ven fi ca. 1 a ecuación (H .J ) Ap e>> casi ttdo p uit> t<> b <4
LEN x LE.+ . Por tant<i’u es. <le 13e(tl)o. uíuí a. s<>luclón generaí~za.da.
3. D (=(tI433 os <¡ne ‘u es la mm í’m a. soluciotí de viscosidad del p rt>blen> ¿í de 4vaitr inicial en el siguiente sel3ti<lo: si r E U(2(lU.N Y hl’{.+) es í.ií’ua supeí—
sol .ución de (FI 3 )ÁÍ? ven fica.>i tío
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ei’uton<tes
u _ y e>r IRt~ x IR+.
En efecto, por [Cr—Ev—LI,Proposition 1.3] se sigue que la fur3cíoí’u
1
‘«‘(¿e, it) rs [uQe,it) A u] + —, (¿e, it) E íJ<.N x lU~
Ii’
veritu<ta, ei’u el senti<lo <le la viscosi tlatl, la Ctiia<tlOI)
— H(Vv’) + A/3,<(v”) =O en lUN x
y
‘v”(., O) = u~(.) en HiN.
Así pues. por <tomparacién , se <>btíene
u
1
u” (¿e. it) < (v(¿e, ‘t) A u) + —, (¿e, it) E LEN x Hi~
u
con lo que basta hacer tender it —* + cc para concliii r (9.12).
9.3 Extinción en tiempo finito.
Para el estui<lio de la íroí>ieda.tl de ext inútion vamos a. s>ipo>3er en lo que s guíe
la <tt>t3 <Ii cién <le absorción fuert< (AF) . En tal caso se tu ei3.e
J
<l.s
y podemos definir así las f>¡nciones
‘y(r) = j d.s
/3Qs)’ > ~





N’lostneunt>s el sig>.liel3te resul tatio:
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Proposición 9.14
Fi AMmII’ONmANOS NO LIPS(1i
Bajo el sujaesto (AF). la solución ‘u? E BU(2(lE.N x lU+) (1<7/ problema..
de (i!a’ucfiy
‘~~1’ — H(V’uí”’) + A/3.>1(’u”) = ti)
‘u”(., O) = ‘u44(.)





en IRN x IB±
ci¿
S/ O < it < t~41
> t~ it — Co..>’
A
Demostracion.
Sea ?7(¿e, it) rs 97,) (ALt,>,~ — it]±). (¿e, t) E HiN x IR±.C)bvian3ellte, 7lsa.tís”
fac ~,en sen ti <It> clásí co. la <jt0.TIací tu
77< — H(V77) + A/3~(iz) rs O eu~ LEN x flI~
¿‘¡ pres<tri be el dato inicial
77( ¿e. O) rs sup u~ , 37 E HiN
Por t¿>.I3.to, u33ediante a.ngi.í í’¿>(=13.tt’us (le compa.n=uci on, conel>1>133. t>5 t¡ u.u e
¿‘Qe, it) =t~, it), (¿e. it) E LEV x lR~
v~ lo <píe (9.1 :3) se signe <le (9.2). vi
Pt,u el resultatlt <le la. Proposición 9.14 tieuie sentidt <tt>i3.si<lerar la. fu> u><tiól3.
1




y ‘u”(:e, it) rs —
u
1
<tíTau í <It> ‘¿44 (¿e) > — . Su í’utn it:!) do (AF) de (9. ¡3) se dedu <te la
‘u’
it.>, (¿e) < t~,, , ¿e E LEV
47,>.>>•> 1 ‘u i t~>’u ~>t>ele433 os <‘u i’u t¿U>> <.í 4 <~~5ti>)) acio 13.es i u ferí <‘u res a. tí=í.v<es tI e ¿í. Igl.> >1 >‘í tos

















9.3. EXT[NCION [SN T[EMF>O FmNITo.
Proposición 9.15
Bajo la condicion (AF), se verifica






Siinf ‘u44 rs ~- el resultatio es obvio (ver (9.2)). En otro caso, sí mf u~ >~ ~
definimos la fu ncié vi
3=Qe,it) = ‘y;) (A[t0.>, — itJ+), (¿e, it) E IRN x ¡14
ti u.u e ve rdI 0.71, eui sent ido clásico, la e<tuacién
itt — FI(Vu) + 43.>,(u) = O Cm) IB.N Y Hi±.
Ptr tanto, corno
u(¿e, O) rs mf ¿44, ¿e E ~
>33. ediante <ton3 panación obte>3.enl<>s
~(¿e,it) =u”(¿e, it), (¿r, it) E ff{N Y ll{~. o
Observación 9.16


















ST (13. tI ti
(9.15)
‘y~(4>(t)) rs ‘y71(inf’i44) — Al., ‘it > O
j
2
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se Obti0ne ka
‘>1’ (it) _
_________ — A. it > (3
5’, el) paut.i clii ar,
rs —A/3.>d’uí(0)). kaLI res> 1 taclt se s iguu 13. aci (=13<lo teí> <len it —> O e>> (9. 1 5). o
Observación 9.17 J
¡3 ¿~ t’u la <7013 di <tI 611 (AF) las ci esig>¡ ¿tídades (9. 1:3) y (9.1 4.) 0.OlItlI> (te II a
‘yJ> (A[t0,.>, — it]~) =u”(¿e, /) =‘yJ> (ALtCo.>. — it]~), (¿e, it) E lEN x .4
tú..>, =‘it~Qr) =t~’7fl~ ¿e E ¡FIN. 4
Lt’us 43.3étt tios de convexi tiad 5t)1) lí enr¿> mi e>itas >s> í¿u.l es (=13. el es ti.> alas e<tuacio> es de Hami 1 ton—.] acobi . Estos van a permi ti nu>os obtener l
<tai ¡33 ica Lo a través de cíert¿ts earaeiter’¿sitíeas <t<ín< n3ostran3.os, 5>1> 1.> aargin~~en tos de <ton)para<t u 013, (7>3 el si giL i(=13.te res>.> It atio:
Proposición 9.18
_ d
Suponiendo (AF) , sea K > O y 7< : IB.N —* lU. ‘una función eonit¿
eo’tivej:a ‘u;er’¿jícando
II (y>) =<7<1(p), í> ~ LEV (9 1 6) J
de j?’urn¿a. que
rs {4 E 1)1(9<): 9-tj4) =0> # 0 J
Entonces, para todo (¿e, it) E HiN Y IR±,4 E V5 y O =it> =it2 ~ tse va a
‘y~(’u”Qe + t~4it2,’it — it2)) — At2 =‘y,>(’u”(3: + r4it>,it — tu)) — Al.>. (9 IS) <4
Demostracion.
Como 9< S 1.1 na funcitSn convexa, el Teorema tie Fenehel Morea u .4
1)111>71
rs 9~L>k(y>) rs sup ~> . 4 — 9t(4) : 4 E 149-0)>,¡> c 11’N, <4
J
J
:3179.3. EXTINCIÓN EN TmEMPO FINmTO.
Co43.se<tulenteulente, para (¿ada 4 E V¿, se verifi<ta
O < ‘111’ — r¿4 . Vu” + A/3.>,(’u”) t:13 RiN Y (9.19)
Pon tanto, fijado (¿e, it) E ~ x 1114 y 4 E D¿. <tonsideramos la función
y(s) = u”(¿e + ¿Ás,it — s), .s e [O,it].
Para cada ~oE [O,it] y Po E D±y(so)se verifica
u~Qr +r4.s, it “‘-“s)— ¿‘Qe +tt4so, it —so) = 9(8) — y’(so) < po(s—so) +o(js —so j).
Por ta¡>to,
¿>o E D±ufl(z+ ¡~4so, it — So).
A 13 ora 13. i t:43 , <tomo tú> tít) el (ni> 3ento (>> , p’~ ) C D+u” (¿e + n4.so , it — ‘so) veni{i (¿a
i.t”(¿t¿ + íc4s, it — s)
el) toT) <tes
< u’tn + ~‘4~o,it — .90) + Qe4 pi —p
2)(5 — .50) + o(¡s — .soj)
Po = ~4‘Pi — Pb2
[)eesta fornía,
~O0 E l)~y(so) ~ 1>0 = ¡54 . p> — con (y» >1>2) E D±u”(¿e+ K4So, it —
A tlen As, por (9. 19) sal’ue>1)os que
= ¡54 pi — 1>2 =A/3.>,(u’9,
po~ lo <inc 9 satisface, en el sentido de la viscosidatí, la inecuac>on
< A(/3,,(y~) + c) en [O,it),
para. e > O arbitrario. Aplica>3do el Corolario 4.50 obter>enios
J p(t2) ¿is <ti A(it2 — it>), 0= it> =½< it
‘So).
de tlonde se sigile (9.18) sin más que l3acer tender ¿ —* 0. n
<4
<4
3 18 &xr ÍTU LO 9. HAN¶ ILT() NI ANOS NO L [PS (311 [‘~‘/ ¡ A N (.)S . <4
Observación 9.19 <4
1 . (21 anan~erute, la tlesigtial tI atí (9.18) es ven ficad a p<>~ totl<í 13. au>> i 1 tou u iay o
<413.0 >3egati v< (pues basta tú>>)) a.r — O en (9. 1 6) y cualquier ‘7< 4 vn la
4toI3di <tiór 1 (9.17)).
2. Por otro 1 ¿>40, sí ¡5 > 0 1=1 Proposi (ti ói3 9. 18 podría ex ten deuse a. <4
rs Á4 E D(7t*) : 7<1(4) =01;
en ca>33i’uio. el tet)ne>43a de F’Y.uucluei—Morea>u y el lue(tl3.<) que ‘7<1(0) =O (ver <4
(9.16)) implican =O . — 7-1(0) =, ~ E D(N*),
de don (le St 0.0>> clnye la ígr u a.l <latí
Dt,rsD*.
3. En el A ~<M>tu <te B se <la!) al gr.u >íos ej en3pl tiS de h ami 1 ton i amis co> \‘( xv.> <4‘7< <iI>(=veril3(ta>I la relatióu> (9.17).
Observación 9.20 <4
A partir de la Pu oposición 9.18, para. (¿e .‘it) E
111N Y ~145’ ~E ‘1% lijos, la
>1 <t1013
rs ‘y.>~(’u¿”Q¡t + ¡54.5, it — .s)) — As <4
<~5 T3.<’> creclel3te <u> 10, it]. En panticu ilar 42’ (it) =<P’> (0), es <lecir
‘y,.(u”Qr + tc4it, Ok)) — Nt =‘y.>~(’u”(¿e, it)), ¿y ~ lEN 4 E D¿, O < it < it0( ) <4
y
‘y.>~(~¿44(¿e + n4it~(¿e))) =Ait.>~(¿e), ¿e E 11{N 4 E D~. o <4
9.3.1 Caracterizaci6n de h función tccj. Propiedades
generales. J
lic 1 at ivo a la. Viii> ‘ió>> u c< nstín íd a en el Teoneni a 9. 1 ‘2 potle>>~ os <le buí u su
fu 113. clon primer instante de extíncion it~ (.) E IR+ U { O> covi3t> l.~ (¿e) rs fI si <4
‘uo(¿e) rs (3 y { 11(3:. it) > Ii) Si O <(it < tCo(lo) -u
‘u Qn, it) rs (3 si it ~ itCo(¿e)
9.3. EXTmNCION EN TIEMPO FmNmTO.




‘y”~> (A[t0 — it]±)=u(¿e, it) =‘y1(A[tCo — itj+), (¿e, /) E HiN Y 1114
O =t
0 =‘it~Á¿e) =t~. =+oo, ¿e E IR»
(t<>u)
‘y(iuf uo) <+00 y
A
‘y(sup ‘110) <+00Co A —
(véase la Observación 9. 17)
Observación 9.21
Claramente, las condiciones
(AF) y sup u0 <+00
o
J ~.> dso (MvÍF)
>33. ~‘ulicai~ ‘y (sup uuu) < +cc, por lo ~juetCo +cc. [)e esta forma, la ful3.cién
it~,(.) está definida, en todo el espacio 11jN y, adenas
it~.>(lo) =tv.> <+00, ¿e E HiN
(véase la Observación 8.3). vi
Observación 9.22
L<’us argi!n3er3tos <le convexidad qíre henios utilizado (=13 la Proposición 9.18
í~u<’uden (=>31plearse í>ara el estudio de la fI.Iu3ción itCo (~ ) . Así, si supou3.ernos las
comí <Ii ciOI3(=5(AF) , (9.16), (9.17) y ‘it~ (¿e) < +00, para cada O < it < itCo (< y
4 E V¿, olitenenios las desigualdades
sueu’i’upre (jIue O < it1 =it2 =it,
‘y(’u(¿e + ¡54it2, it — it2)) — Al.2 =‘y(u(¿e + ¡54itu ,‘it — it1)) — Al.>




‘y(’u(¿e + ¡54l.), itCo(lo) — it) < Al.. (9 22)
CAPÍTuLO 9. H.x Nl [LTON lANOS NO [,[PSCFI [TZmAN (1)5.
Li> í.3art cí.¡l ar, si se veruf><ta
rs O l¿~r=taIg>]> u> 4 E 1<, (9.2:3)
as eleccituies it1 rs O y it2 rs it en (9.20) con ti lucen a
‘y(’uo(¿e)) — Ait < ‘y(’uQe, it)), O < it < itCo(¿e)
y (It acíentio te>3tler Ji “—* •t~.< (¿e))
(9.24)
í’’tii’ t>tr’a pa>te, j>o> la >33.t>>>t)tt)t3..í¿>. tltr la fulcit’n> ‘y, l¿t5 eitr<.:<tioi>ttsitrsl.>. (¿47), it> rs
Cl y 12 rs / detenn>¡u> an
u(¿’u:, itCo(¿v) — it) =‘-¡‘(Al.), O < it < itCo(¿e). (9.25)
A partir de (9.2 1) p otlern <‘us tietal lar la. evolució it tie los [>3.¿<xi>)) os ni ciales.
(it>u>cretal33 t:r~ te,
51 vi3aX ‘
11o rs ‘u¿~ (¿e
0 + n40it0) para algé it e0 E LE.N
4o E 1%, se tiene
‘u (seo. ‘tuu) rs ‘y (‘y(’¿to (:e
0 + ¡5cZcíito)) — Ait~)
2. si 5<e \‘eni fi <ta (9.23) y niax u0 rs no (¿n0) ent<im ces
itu(¿no, it) rs ‘y> ([‘y(uoQeo)) Ait]~) , =o.
Atiemás. en este caso se verifica:
(a) u(¿í:, it) < ‘u(¿rÚ, it), (¿e, 1) C IR» Y 1114;




0< tai>tt>, lts u>>a.xuu3.3.os
ini ciales se 0.043. servan coi> la evol í.i <tión <leí si steu)) a.
1(b) it~ (u:) =~ Q~0) ‘y(uo Qeo)) ~ E HiN
A
!3íaxi>>3.oglobah tie la f>.>¡>ció>3. l.
0.>().
o) En p art i <tular, l~ra /
31(r) §7 col) O < q < 1, co u> otu> ús la evol u>—
cion ti <‘rl rnaxi r >3<> 1 fl~ <tial



















:3219.3. ExT¡NCmÓi’~ EN TIEMPO FINITO.
A ct)43.ti nt>aciót3. den va>31t)s iiiia ~m~ie<lal del ti1><> extinción suave.
Corolario 9.23
Si se verifican las condiciones (AF), (9.16), (9.1
parcial it >—± u(¿e. it) es diferenciable en tCo(lo) ‘y, además,
u4(¿e, itCo(lo)) = O, ¿e E HiN.
7) y (9.23), la ~¡neión
(9.26)
Demostracuon.
[)e la tlefi ní<tíén (le conjuIl3to s uperdiferencial se sigue
O = u(¿e, ¿CoQ<) < u(¿e, itCo Qn) — fi) +p2lt + o(fi), (pi,p2) E D~u(¿r, lc4r) — It),
pon lo que, de (9.25) deduci
O =‘y> (Alt) + p2lt + o(lt), (p ,l>2) E [)~u(¿e,itCo(lo) — it).
A partí>’ <le I<~>s <tolne>3.tarios realizados (=13 la (])bsenvat>oí
1113.) ~ (.Nfi) — .NGi—> )‘(O~) — 43(0) = (1,h-*o it
8.4 se venifica <¡nc
________ _ (9=7)
po> lo (ji le [Cr—Ev—Li,rl.>fleo>.e>í.> 1.4] y (9.4) i>43 piicai3, para cada ¿e E LE.» 4 la
,¡‘u2) E D~u(¿r, itCoQI7)) ~ P~ =
Aden3ás, la 1>osit i viciad y u33onotoma de la función
en [O,itCo(¿e)I
y el hecho de. que Dtu(¿r. tCo(lo)) ~ ~ conducen, por <lefinicion, a (9.26).
Observación 9.24
La <tOI3tli <tiót3
—H(Vuo) + A/3(uo) =O en LE.»
es óptí’nta par=tel fenómeno de extinción, í’u~es si se verifica
—H(Vuo) + A/3(no) O en HiN
si
a
3’»> CA[’ÍTu LO 9. HAMILTON[ANOS NO LIPSCIIITZ[ 4N< s
emito 13<705 ¡¿1 fin> <¿¡013. Ml
¿¿Qe, it) rs uoQv), (¿e, /.) E IR» Y lU+ 4
<es una. solI><tiót3. <leí p>obI4’u33a{ u1 — I”l(Vu) + A/3(u) = (9 en Y LE~ 4
u(., O) rs ‘uo(.) en
qie obviau33ente no se a’n’uíía sí i>3f 110 > O. ~ II
Observación 9.25
EI3. <‘1 sentitlo dado en la. (~)l’uservacióvi 9.1:3, t=03’Ibi(=>’>l.)Otl(=>u><’u5 tle<t Ml/~.> ( ) es la. ítem iota Ju; ción p~<¡~>~~ írísitaí te de extinción re1 a.t iva a 1 a ecu
H.J)sp y al datt inicial ‘un : si u c ¿¿(2(1flN Y IR.+) es u.u~~a st>Iuicióuí tie (FI
x.>:.T.j fj ca13 ‘u ( . O) rs uo(.) en LE.»
9.3.2 Regularidad. J
Eu> 1<> <íue sigue, supo>Idren3t>s las 1> ipotesis y I3ota0.io>>es nequeuitlas ‘u
covis t r u.íc.<tuo vi de la st) lui cién u. Tan> 1>ién supo vid >ernos úmue la fui>cié>>
.1
TT>sta¡>tti tít.> exti uíci<Si> est{i. de’f’iuiida. et3 ttalo el es~>aciU HiN
(iounenza.nros col> i.u~ resultado t écmct> <]i.íe ext <e 13. ti e el res ni tado >í o’ a
e.> el rj%o nr 8.17.
Proposición 9.26 Ml
Supongantos la condición (AF) así corn.o
—‘7<( Vv.0) 11(7 uo) + A/3 ( un) =(1 en IR» (9 2%)
.1paz-a. alg’uín. hantíltoniano continuo u convexo ‘U : LE.» —+ IB ¿u ¡ tina u (It)
rs {( E [)Q7<k) : 7<*(4~) rs ¼ 0 J
Ento tices. para todo fi > ~ y ~ E V,~, se veri/Ñ:a.




9.3. Ex’rm»Cmo» EN TmEMPO FINITO. 32:3
En particular, .si
D(W) =
sc veriJu:a que ‘u es solución de viscosidad de
u1 + 17<(V’u) =O en IR,» x IR.+.
Dernostracion.





si ‘uo(¿e) < U,
si uoQe) > u
si ‘uo(:e) rs
A demás, por (9.28), la aproximación {‘¿44 }~ tau’nbier3 venifica
—‘7<(V’u44) H(VuS) + A/3,~(u~) > O en
De esta forma, el teorema de Fenchel—Moreau.u aplicado a 9< tletern3ina
O < —Vi44 - ‘2 — H(Vu¿fl + 4L.(u~), ‘2 E vg.itIl>t013<tes ¿1.13305 ‘2 E Dg, la función
si fil
‘w(¿e, it) rs u”(¿e + ‘2it, it). (¿e, it) E IR.» x LE.~
(9.3:3)
v<e.>it><ta.
— H(Vw) — Vio . ‘2+ 41~(w) rs (3 en LEN Y lR~;
¿usí, ptn (9.3:3), argun3e>>tos de comparación tleterm>n 7113
(9.34)u’~(¿e + ‘2it,it) =u~(¿e), (se,it) E Hi» x ff14.
A l3.ona, para fi > O ~io, la fun <tuouí




— H(SYw) + A/3,~(w) = O en itt x Hi~
CA [‘fTP LO 9. HANIILToNm.ANOs NO LII’SCFmITZIANOS.
w(¿n , 0) =‘¿<(¿e), it E
(ver (9.34)). A rgn 3.len 17=1.43do <íe >3. >ievt> ‘u or 0.t) 131 ‘u anac>tu> , se obí¿ i ene
‘u”Qe + ‘2¼it + fi) < ‘u”(¿e. it). (¿e. Ji) E n.<N x 1114
y (9.30) se sigue ha<tien tío tentier u —* + 00
F>tn tt>a parte, pode>330s escni bin (9.30) corno
‘u(¿e, ‘it) =‘u(¿e (fi, it — fi). ¿e E IR.», it > It > 0, 4• E D~.
Sea (p> ,7>’2) ~ D~uQe)). Si elegí 13105 y = 37 — ‘2/>. y .s rs it — It el>
<y, •s) =<i:, it) + ~» . (y — ¿n) + u2(.s — it) + o(j’uj “— ¿nj + 8 — Ji )
tietí u<ti >33 t’us de (9.35), la des iguual ti ad
O =‘u¿Qe — (fi, it — fi) — ‘¿¿Qe, it) =—l¿¡>> - ‘2— hp2 + o(h).
Co 435<e(t .1<13. teu3 eu3te,5C tiel3.e
/>2 + p> - ‘2 =O, (pu ,p2) e li)~uQe. it), ‘2 2%.
Pi >i aln3 <it>> te, (9.31) y el te(’)ren3 a. de Fe>i 0.13. el“—Ni <‘uita>.> con clí.í ve> 1
P2 + 9<(¡») =O, (P> ,i>2) E f)~’¿i.Qe, it). ~
Observación 9.27 SI
Con> o la fií>í cié43 u <7013. stn.u utia en el rfeor<..fl3.a ~. l 2 tiene la regí.> ¡ a u> tía
u E Lip>.,. (IR» x IR±) , uí <“s >in aso[u.cton generalizada de
‘uit + 9<(Vu) =O <e!) IR”~ Y IR+. o

























9.3. ExT[»CiÓN EN TIEMPO FmNITO. 325
Corolario 9.28
Supf;4qaiaos las cotidieiones (AF), (9.28), (9.31)
H(p), 9<1(p) > O, p E ]R»\{O}
Ñ(u) rs {(¿e,it) E IR» Y IR~
y FI(O) = 9<1(0) = O.
Ñ¡.toíices, se tiene que u es diferenciable en cl conjunto nulo
it =itOO(¿e)}~
O, ¿e E 11<».
A de’u,t<ís, se veiíjiea q’u¡.e
111t43
‘ji +1 0
‘u(¿e + y, itCo(¿e) — it) __
jyj + it
Demostracion.




ftru3>a, por e.l Corolario 9.23 sabemos q>ie
ut(¿e,it4(¿e)) rs O, ¿e E IR».
AsÍ. tít:. la tiesignaldad
7>2 + ‘H(p> ) =O, (pi, P2) E [)~uQn, itCo(¿e)), ¿e e IR»
(ver (9. :32)) se tiene, a partir (le (9. :36),
D~u(¿e, itCo(¿e)) = {O}, ¿e E LE.».
1>or otía’ m aul:e, í>or <:I <e fi ni (ti én
— H(q¡) =—A/3(u(¿e, itCo(¿e))) rs (3, (q>, q
2) E [)u(¿e, itCo(¿e)).
Us¿>.u>do <le nuevo (9.26) y (9.36) se obtiene
Du(¿e,itCoQe)) rs {(3}, ¿e e lEY.
II)e es bu. ft rina Ii cuí> s probatio que
[)~u(¿e, itCo(¿e)) fl Du(¿e, tCo(x)) rs {O}, ¿e E IR»
<le don <le se sigue que u es diferenciable en el punto (¿e, tCo(¿C )) 5’ (jI><e,
y
ademas
Du(¿e, itCo(lo)) rs (3, ¿e E lR~’u.
CAPÍTULO 9. Hl ,\NIIL’m’ON[ANOS NO m.. mm’>S(7:mmm~L’zIANOS
¡> al ¡13eí> te, el resil 1 tado se 0.043. <ti ¡<ve tenícii do <‘un cu.uci> La úm>.ue
‘u(¿e, it) = O si ¿e E
La Li ps<thitziar~ i dad de la ftní 0.iót3. pr n> er i Tus t 7113 te <le ext íri<tuOl> se o bt iC43. e
en el sigil ie>3.te resultado.
Teorema 9.29
Supongamos (AF) y que u0 es .s’oi’u¿cíón dc (9.28) donde 9< es
<.:onitin.ua. y convexa verijica’ndo
OB,(zo) c r¿; (9.38)
para alguna bola B~(z0) tal que
O (9.39)
IZí¿to nees, se veríjica
¡itCo(¿e) — itCo(4/)¡ = ¡egj
— jzo¡j
Demostracion.
Para catia fi > (“) y ‘2 E 21%, la. desig>ualdad
¿e. y E 11<» (9.40)
u(¿e + ‘2It, it + fi) =uQe, it). Qe, it) E IR» Y ff14
(ver (9. :30)) muestra titie
it =k Qe) 4’ it + It =it>.>Qe + ‘210.
(Joí>secujeí>tei>>e>ute, se. s>gue
itCoQr) + fi =itco(¿e + ‘2/t), ¿e E LEY, /> > 0, ‘2 E ¿>Bp(zo).
Dei> otan tít> y rs ¿~ + ‘2fi se <>bti t:13. (‘u
itCo(y) — itCo(¿e) <
a <mlle
¡¿e — yj
¡P ¡zo¡j ‘jj E IR»
‘2 E ¿9B~(zo) #‘ ICj =¡¡6 — — Izo¡¡.
























Nótese <píe el Haulniltol3.iano
9.3. EXTmNCmON EN TIEMPO FINmTO.
9<1(p) rs ¡tjp¡, p E IR»
satisface (9.38) y (9.39) para p = p y z0 rs o (véase el Apéndice B). Por
taI3to, bajo la hipótesis
—p~Vuoj — FI(Vuo) + A/9(uo) =O (=13. IR» (>u > O)
43. t t>t3. <tes
obte>3en>os que si la Hinción itCo ( ~)está defin i da en un dominio 12 c
1jitCoQn) — itCo(y) ¡ =— ¡¿e — yj, ¿e, u E U.
/1
Bu> el caso en que la fiun ción itCo ( ) esté definida en todo IR» entol3.ces sena
global>33e>3.te 1 ipschitzíana, por lo q>.>e tendrá 1113 creítimiento a
en el infir3. itt> (ver la Observación 8. 19).
lo sumo lineal
9.3.3 Tasa de extinción.
La prop i (=<iatí
1 -*O
u(¿n, itCo(3¿) — it) —
it
¿e E IR»
(ver (9.26) o (9.37)) da un cierto conocimiel3to de la tasa de extinción.





Supongamos (AF), (9.28) y (9.31) para ‘una función continua y




para alg’uiti u > O. Entonces, si ¿eE HiN yO<it<it~(¿e) se vertfica
—1




CAÍ’Íq’I.;Lo 9. H AMILTONmAN(>S NO LIPSCmm [TZIANOS.
Demostracton.
<lea <ton si st¿e e>3. razo tiar 0.t>n30 <‘u) la <len> ost ra.<ti él) del Coro 1 =rri< 8.24.
De (9:32), (9.42)s’ de la tlesig>.>aldatf
/>2 — HQ>1 ) =—A/3(uQe, itCo Qe) — ‘it)),
para (pu ,/>2) E Id uQe, itCo Qe) — it), O < it < it~ (¿e), se sigue
(1 + ‘h¡’u2 =/>2 — vl-t(p> ) =—A/3(u(3:, it~,(ut) — it)),
es <ltt<tii.
£ + v)p2 + A/3(’uQzt, JiCo(¿e) — it)) =0, (¡‘u>, p2) E l:)~zt(¿e, tCo(¿e) — it).
Razonando con>o en fCr—L13, (Joroiia>y 1.7] (ve>
¿e E IR» y O < .s < it < JiCo(¿e) se tiene.
t=1u33.bie.l>[liii]), para. c=>.ti=>.
Jn(x,t00(x) —si) ~_______ — fío.> (a,) — s ‘~í — A u’1+.ui
t), (=tpi valel3tenleulte,
‘y(’u (¿e, iCoQe) — 1)) — ‘y(’uQr. itCoQn) —“ s)) > A
+ ~,(Ji— .s).
II acieui>tlt> teiuder .s —Y Ch se
‘A
‘y(’u(¿e. itCoQn) — it)) > it. ¿e E HiN. O
~1+i’
Observación 9.32
De (9.25) y (9.43), se s¡g>ue
La >33. Oil t)tt>l3. 1=1. tI <‘u ‘y 0.<i>13 <tI>.uye (9.4:3).
‘y(uQe.it~(¿r) —it)) < 3 E IR», O <z it <
Ait _
>=¡jt> las <tOI3tli<tit>lI<’u5 (AF), (9.16). (~. 17), (9.2:3). (9.28). (9:31) y (9.42). Bu
í»rr tioil ar , la u.u ¡1.0.1013. it~ ( . ) está esti>13 atía pon
‘y(’uo(¿r)) =Ait~..>(¿n) < (1 + v)’y(uo(¿e)), it E lEY.
Pou <‘utra parte, cabe destacar tíi>e el comportamiento asintótico FI(p) —Y +00
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¡§13. algunos casos concretos, es posible obtener exactamente la tasa <¿le
exti >3 (tién <ton3o mostramos a. <tontinuacion.
Teorema 9.33
.S%¿ponqamos que. sc verifican (AF). (9.16), (9.17), (9.23),
li>’ns>íp H 1(p) <
lpl—*0 ¡~I —
— H(Vuo) + 43(uo) =O en IR» (9.4,5)
para alqún ji > O. Entonces, si uoQí7) > O, se tiene




Por (9.44), para cada ¿ > O existe 3 = 5(E) > O tal que
H(p) =E¡p¡ si jpj<ó. (9.47)
Como las cou3diciones (9.28) y (9.31) se satisfaceu3 para la elección
.7<1(p) rs nlp¡, p E
(ver (9.45)), para catía. ¿e c IR.» y O «Ji < itCo(¿e) se sigue
/>2 + P¡i» ¡ =O, (p ,p2) E D~u(¿e, itCoQL) — it) (9.18)
(9.32)). A partir tic las l3ipétesis (Al’), (9.16), (9.17) y (9.23), se dedUce(ver
la desi gual da<l
uQe, itCo(lo) — it) =y’(Ait), ¿e E itt, o < it < itCoQe)
(véase (9.25)). De esta forma, tie







P2< u(¿e, itCo(3.) — it) + o(it it
<4
<4
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Así, 1=1. desigualdad (9.48) 0.t>13.tlI.ICtC =1. <4
< ‘y”’’ (Ait) + o(it
)
<4j t•it
Po> otra í=vrte,por la pu-op ied ad (ver (9.27))
~n> <(Ah) <4
sabevi3os que existe urna constaí íte posi ti va ev rs o(a) ta.l que <4
jp> =5 si itCo(¿e) — ev < it <
Así, la ecuación (H .J )Á,13 ~‘ (9.47) ctuidí.u<ten a <4
¿
/>2 + A/3(’u¿) =H(p>) =¿jp> [=—“’“7>2
xi 1.1 <4
(1 + 1)7>2 + A/3(uQe. it)) < O si itCoQ¡t) — ev Ji Qe).
Razouí a>itlo <to>no en ~19? t>~ 9. :31 se obtiene
A
‘y(’u(¿e, itCo(3:) — it)) “— ‘y(Ju(¿’u:, w)) (‘r “— itCo(3:) + ‘it) <4
it
p=natCo (¿x:) — it .< ev <~z < itt,.> (3:); bacieu >do r —> ‘it~ (¿y) st: ti(=t3.(=
___ <4
‘y(’u¿Qe, itCo(:4:) — it)) > A
____‘it. itCoQc) — it < ev < tCo(¿t)
y, de es ta 131 aviena, se Oil tien<jt 1 =~desig;.:al tiací <4
li>33 mf uQe,itCoQe) — it) > í. ¿e E¿—*0 ‘y—> (Al.)
_ <4
Por- otra parte, es olw lo que (9.25) determina. que
li11.3 ~ ‘¿¿Qn, it~,Qn) — it) < 1 ‘e E LE.». n <4
‘y—>(Ait)
Li u a.l g.> os <taso s , 1 a hipétes i s (9.45) p>i etie seu- nee>33. ]) 1 =>.Zni a p <7>1 <4
— H (Vuo) + A/3 (‘u») =<. e>> LEN (949)
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Observación 9.34
1>tr el Lema 9.7 está cla>o que si el <lato inicial verifica
juoQe) — uo(y)j =LI¿e — y¡, ¿e, y E IR»
entou3.ces la <tondición (9.49) implica
— l-t(Vuo) + A/3(uo) ~ O en 11±»
e
siendo ji < — - En efecto, basta observar que
__ L
—FI(V’uo) + 43(’u~) =e ~ pL =;¿¡\7uoj en IR». o
\¡ean3os u.> mu a <7013<1 <tión suii<tíe>te para tel3er la <tou3.<li<tién (9.49).
Proposición 935
Sí una función u; E (2(IRV) verifico
jw(¿e) — ‘ív(y)j =Ljx — y¡, ¿e, y E IR»
ti
RL”’ < A/9(infw)
para alqán L > O y un > O, cntonces
—R¡Vwj’” + A/3(w) e en IR»
donde e = A/3(inf ‘iv) —“ RL”’.
De mostraci on -
Nuevamente del Len3a 9.7 se deduce que
¡¡A < L, ‘u E D”w(¿e), ¿e E LE.»
y. <t<7> [3seituei3. te133 CII te
— Rj V’w 1”’ + A/3 (‘un) > —“ RL’” + A/3 ( il3.f ‘un) = e en LEV,
de doí3de se col3.t-lulye el resu>ltatlt. ~
Observación 936
Nótese cIne el Haniiltoniar>o
Id(p) = R~p¡, p E IR» (FI.> O)
nt> verilt¿a la couídutión (9.44). Por esta razón en el estudio de su tasa de










































En esta [‘arte trataremos de clasificar los distintos comportamientos, para
ti eníp 05 grandes, de las soluciones del problema de valor ini cial
(Ii>) { itt — 7-t(x, u, S7u) = O
?t(, O) = uo(•)
en IRN >< (ll{\{O})
en IRN.
Con el fin (le SI mp> i ficar la exposicion , nos uní ¡taremos a hamiltomanos sig—
ni f:icati vamente adecuados de la fornía
1, p) = 7-1(p) — >19(r) — 1(x).






extí ucion en tiempo finito
tiempos largos







p~’~ el que cm pleanios las siguientes técnicas: comparaciones (locales y glo-
bales), soluclon es cíe si mi lan dad , an ál isis así ¡itot Co partir cíe com
taíníe.iítos potenciales de los ciatos, cíe> ti1)o
7< — R> O










(icmsecuentemente, el estudio del problema modelo
it1 — R~VuJ~’ + AtÉ’ — O en x (IR\{O}){ u(x, O) = AIaIí+c~, :r e n{N
:3:36
ugara. iii papel ese ii cial. Recordemos que el caso sin p ert 1.1 rbar (A = (1)




:1: E lUN __ o
Ahí + (m — 1) (lttÍ) )+T} :¿: E /<0
3’ HUy) A ~; —
U(r, 1) = yEHrn(0)
¡rif
yeB<~~0 (0)
y ~ ~{N ~, >
4~x — e E ¡pN ¿ -
<
cuazíclo m = 1 (véanse (10.10) y (10.34)).
Para A > O, vn = 1 y 0 < q < 1 se tiene la representacíoí¡
sup { ([(A!Y] i+&)1<l — Mi — q)t]) ~ }
¿¿Qe, fl = ([(A ~1¡l-4-a)l—Q — A( 1 q)t]~)~ } :ÉEIRN, ¡>0
:r E IRN. 1< (1
( vease cl Teoíení a 8.8).
IDo ti-e ot í-as propiedad es, record aníos que í ara (11at os u0 lo cal tu cnt aco—
aclos. las fiS- muías anteriores definen fí.í ííc-iooes q tie verifican la cc .¡acíúií cii
de r¡ vacías parciales cii el sent1(110 cíe la viscos¡ dad y cío e cii / = 0 -cal ¡ zan las
envueltas semicontinuas, es decir,















Como liemos comentado, ccii ¡remos nuestro estucho al problema modelo
dcl cj nc el siguiente es un sumario de las propiedades obtenidas:{ No hay solución
Sol u cion constante
Crecimiento potencial
Blow-up{ Existencia fuera cíe conos
Solucion constante
Crecimiento potencial
eii función de a.




Decaimiento exponen ci al
Cred uiiento potencial
BIow—up
en fluí clon de ev y q.








La ecuación sin perturbar.
lDn este Capítulo nos alilos ini m~idialmente, en la eclla( Ion modelo
11¼— Rl Viti’” = O (ni =1)
(le la que, cuantío ni > 1. conocemos la solución de similaridad
m-l
en cl scníiespacio ITt x IE<,~. Esta solución y la fórmula dc Lax—Oleinik son
unes tras lierram ¡en tas basicas ci¡ando ct>nsideramos el problema de Cancliy
correspo o dic jite al tiato iii ¡ cial
uo(x) = Al:r~’½ o E IR..
Coníenzanios abordando el coml)ortaniiento tle la
tienípos en términos del intervalo de exponentes a globalmente
‘z= E — ~ 51 E




evolución positiva de los
adu,tisible%
:33 9
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IDI conov miento y Las propiedades de la fórní í.í ¡ a, de Lax—O le¡ni k j os ej — 4
mite considerar el problem a retrogrado (ti =O) para el cual el ?ntertJaío dc
expon entes a globalmente admisibles es 4
= IR.
¡[asta es te mo mci to, los datos ¡niciales ¿te siguen un t no delo que pr(úscnta
¡.1 ita explosión en el ¡nhníto. Nj.iestro estudio adquiere un cajacter exbat istive
al abordar, tanto para la. evolució ti positiva conio la ret rograda, cl co ji ípu¡ — 4taj inc o to <le las sol u clones para datos iii ¡ci ales qnc explotan en la frorite j a hcOtí ip actos
A ¡¡u que el caso de It aiíí 1 to o anos con crecíin ¡cuto bu cal (tít = 1) carece de j1.1 tía soluci 611 de si ¡iiiiarí dad tan titi 1, la proiíiedad del cotí o de depen b un i a
st.~ píe, (1011 cfi cací a, tal falta. Podemos segu it un plan de traíiajo att al ( i~()
al dcs.:rito q j.je nos lleva a clasifi (lar. taní b ¡ej í cxliau st ivaníente, todos l<>s
posib les cotilí) ortaní i en tos según la. evolucióti positiva o ret rógiad a de los
ticjíí ¡105. A lgí.¡nos resjtItados obtenidos di rec.tamcjite son rati ti cados como 4(1h50 1 1j111 te de Ii altí i It o niatt os supeni ucales (iíi —> 1), lo que rcfj ¡erza o(IOnt j• 1)1.1 Ci011
Fi nainíente, suinarízanios los tesul tados coj¡ cuadros y grálí cos <les cii ji— 4ti vos.
10.1 Hamiltonianos con crecimiento superli-
neal.
10.1.1 Tiempos positivos.
Con cl liii de ¡1 ust rar, consideremos el problení a modelo
1~> )t11 f ut = R¡Vu~’” en lUN x lJ{±{ uQe. 0) = .4 u: ¡~ ~“. e c nh<N
<londe ¡u > 1, A > O y o- E IR. Detiotemos por ¿¿(:e. ti) = ¿¿(u:, ti; R, ji í A. o) a
la sol j¡cíój ¡ de (1>) ~ <lada por la fórmula dc Lax—Oleinik 4
¿¿Qe, ti) = VFtRN { A¡qfl+<~ — (ni —1) ( Lt—YK) } = sup <Qq; :r, /)
4
u
10.1. HAMILTONIANOS CON CRECIMIENTO SUPERLINEAL.
s¡ei¡do
x, ti) = A~yj1~” + SQe — y, ti), y E [1N
con 8 (u; ,t) <lada por
341
:r E lUN ti> O
que es solución desimilaridad de la ecuaciojí
= R~Vu~”’ en lrdN >~ ]R~
(véase el Teorema 4.1).
A tinqtte no nos deten drciííos en cuestiones dc Cotitrol Determi ¡iista, sena]amos
que cl valor !/m~ax Qe, t) verificando
¿¿Qe, ti) = ‘#yu,axQe, ti); :e, ti)
puede ser considerado, en cierto setítido, como un control óptimo.
Ante todo sc observa
¿¿Qn. ti) =~y; :n, ti), y E
y, cji particulat,
¿¿Qn, t) =~‘(x;z, ti) = Ajxjl+& £ E IR.N. (ídi)
Por otra parte, cuando [vi—* +~, se verifica
A — (en — 1) ( 1 u—ti











¿¡‘(0; :e, ti) = A — (tu —
(ni — 1)
LA ECIJACION SIN ¡‘EFITI.IRHAR.
s¡ a<—l
si ev = —1 (10.3)
st a->—I
lo q je llex’a a
¿.4(x,t) = +~& si
1, iii — 1 I l>or
¿¿Qe,t) <+00
= +00
ti > O Qe E íí{N) 4
Ia(1lo, lara o- = sc <lcd í.tcc, t~Lc
iii —
si t<T00
si t>T~. Qn E JRN)
(íi 1)1111
¡<ni
¡‘cit- t~nito, <letalla,reiiios jíjiestí-cí t,stjidio s-obtt el intervalo dc (ix/)oneII/.e.s qío—
balmente admisibles’
IZ —1. § [
t>ara el caso correspon diejite a (latos ~Iiiciales constaj ¡tes. se
<>1)tiene, tI e fornía í n me(l i ata q nc la soltícíoií es tamb jet constante.
¿¿Qe,].) = sup
YE { rnLi}A — (ni — 1) = A. :e E IRN. it >0.
Demostracion.
Conio a- = 1 enton ces ib (y; e, 1) = A + SQr — y, ti). Por tanto,
¿¿(~r, 1) = ½(x;ir, /) = A, i: E ITt. ti > 0. o
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<ev<
111 — 1
las relaciones (10.2) y (10.3) implican la existeñ—
cia de ymax = yjiiax(x, /)E IRN con la propiedad
¿¿Qe, ti) = í/4y,,ax; x, ti) =«y; x, ti), y E iit.
A<lcmás, la condición (10. 1) leterjitina que y,iax(:e,t) ~ O si u; ~ O,
caracter crítico de :q,iia,4x. it) lleva a que V«’q¡i,ax; u;. ti) = 0. (2onío2
m-t
u;, ti) = (1 + a-)A ti <1 — (¡152»)
sc tendrá
(1 + a-)A!ynaxQr, ti) ¡0 = (¡u; —yinaxQr, t)
¡
Rnít )
Reemplazando en la fórmula (le Lax—Olei í¡ik obteíe¡uos, para u; ~ 0,
¿¿(u;, ti) = A¡y,
1~~¡l+O L — R(ní — 1 )( 1 + a-)”A”’’ ti 1~ (l0~5)
[>or c>tra parte, la fórmula de representacion de Lax—(~)leinik lleva directa—
jii<iuite a
m~]
U(0,t)= [A— ¡Yn,ax(O, ¡)¡1+>
(>ojíio liemos cotrietitado, <lebí do a (10. 1), la expresion (10.5) sólo tiene sen—
¡ q’nax (u;, ~)1— 0< “—10=ti< R(ni — 1 )( 1 + a-)íflAI~~t ~ ~ O
(pites ¿¿Qe, it) > O si u; ~ O, pudiendo ser ¿¿(0, ti) = 0).
IDI segun do resultado que presetitam<>s es:








2N¿tese que a <O.
CAI’ÍTULO 10. L,x ECIiACION SIN
Teorema 10.2
Sí —1< a- < _________ entonces la solucion (le (1’ )t vcrífu:a
ni — 1
si t—>+00
donde la constante (7~ = C~0 (A. a-, R, ni) viene dada por
1 (1 — c4ííí 1)) [w+a(Aííía)n(i + a-)(¶+L>í(111í)J
Ad,.tm-ó,s,
1-4-o




(oííío cii este caso se verití ca la condición
Ii ¡1115 ‘~ tío (u;) ~
lx l—~+~ ¡ u; ¡ir—]
sabemos qí íe la Fuji ció u ¿1 (:r ,/) está definida para to do instante dc tie ni
/ > O (véase (¿1. 118)). La propecl~td general (1 0.7) lleva a
Hm ¡ ynax (u;, 01 = +~o, £ ~ O
y con ello
liiíit ¿¿(u;, 1.) = +00, e ~ 0.
-> + <-t
Así, la expresión (10.5) deterjííina
it 1huí SIlj)
La cojídiciójí de máxi ¡íío (10.4) ini phca, pata u; ~ 0,
1 IYitxax(x, it
)
Rt-ítti ) sj ti —Y +00,
e.s :h=cír
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Por tanto, si :n ~ 0, la representación (10.5) conduce a
¿¿(u;, it) = AIy,,ax(:r. ti) ¡í~a [i — R(rn — 1 )(1 + a-)”’A’”1
r.~A(i (nI — 1~~i + a)) [¡<.¡íí((i + a-)A)”—~itJ ~—~(n—~
ti
¡ yinaxQe, ti) ¡ t —c¡(ut— i>j
si ].-*+00,i
con lo <lile
¿¿(u;, ti) —~ (1 — a-(ní — 1)) [Í<t+c<(At~iY)~(Í+ a-)<t+t>>Ó>~íj t—n(ni—i)
si it —4 +00 y £ ~ 0.
Por otra parte, podemos deterníinar la evolución exacta (leí punto :e
~ cii este caso, el valor y,iiax(0, ti) viene <lado por




¡ y,nax(0, ti) ¡ iii —I = (1 + CV) A (¡<iii].) +t
es <Iccir
¡y,ax(0,t)¡ = [R.rin((1.
qíles ijstjtjjído en (10.6) deterníjtía
¿¿(O,t)= [A — (nl ‘ ~‘ ¡ymax(0, ti)ilÓ(~í
— 1> R.ííí~1t )
(en — 1)(l + a-)) [R¡íí((I +




= (1 — a-(m — 1)) [r<1+o(Aííío)¡11(1 o
ql
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Observación 10.3
1 . E>>t11i o se a>> recia. el coííí1 ort an unto as iii tót i co tení poral de U ( e, /) dc—
f)ent1~: de cada valor cv E I,~ y es unijorine en u;. Dc la. ni isjtí a fbri¡ía.
los controles óptimos son uií iforínes en u; para ti —Y +00.
2. Dc (10.9) se deduce
l+a-
U,(0Á) = O ¿I—n(r.—fl, it>0.
~a~l(i)
L’.¡cgo
VU(0, ti)¡ = (¿¿do~ ti)
)
= — ~ 1) ti ‘ —cLin—Ii ¿>0.
En el caso part i cj dar ~ se ti cite, de Lecho, un a rcp resejítaci oit sen—
(lilIa’ de la soliicjói}
Teorema 10.4
La solución (le (P )t1~ viene duda por
¿¿(:e. ti) = A ¡u;¡ + RA”].. u: E ¡¡<)N ~> o~
Demostracion.
Utilizan do la Iórjiíu la. de representación 01)tc¡íe u os
¿¿Qe, it) = A ¡ynxa~u;, ti) — (iii — 1
A = (Le
(¡u;
— ~ 01) 7~~T
u
11>0r tanto,
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dc dotíde
¡ ti¡iiaxQe, 1.) ¡ = ¡:e¡ + RjiíA’”’ it.
De esta fornía se obtiene
¿¿(u;, ti) = A (13:1 + RmA’”-’ti) — (ni — i)( R’UA~#Ov”) ~‘T = A¡:e¡ + ~
pata u; E [UN y ti > 0. n
Observación 10.5
Este nlti ijio resultado es común a ji tía a¡nplia clase de problemas <le Caíp
~±y de la fornía { itt— H(S7u) = O en 11%’ x IR~
(1>) n(u;,0) = uo(u;) en lUN
(ttíatí <lo ito : LUN —* iR4. ven fi ca. en el sen ti do de la viscos i dad la ecu ac ¡
—H(Vuo) = —k en BU
1>¡1C5, (Mi esos casos, la fí.i ti cióti
uQe, it) = uo(u;) + kti, (:r,].) E lUN ~
es sol í ¡ ciótí <le viscosidad de (P). Como se ap recia, la evolución actu a como
t.¡ ti a traslación en cl tiempo <leí dato iii 1 cial. o




Ii ace que en cl cotííporta¡íi íento asintótico. (le orden ti , recorra todas; las
potencias no negativas: <lesde las constantes para a- = — 1 hasta el ‘infinito’
para a- —* ~L1 [)e hecho, como tiiostramos a cotítí nuaci6n, en cl caso IíiAíte
1
ev = — se <la. el fetiótuieno de blow—up.
:348 CAPiTuLO 10. LA ECIJACION SIN F’ERTIIRBAFI.
Teorema 10.6
La solución del problema (1> )j,,, víen e dada pOl




( tu; 1 )nI—t
Br particular,
lini ¿¿(:e, it)(T0. — it)wbT =
¿¿(0,0 = { 0.
+00,
(ni — 1) (k~:2 )ii$ u; # 0,
0</<9k
huí U (:e, it) (Tco—t)
Demostracion.
nl —,
1l’>jjesto <jjie (11)7) sigile sieiido x’ali<l() ~ a = — , sc deduce qile.





lk>r Otta ifltjte, (10.4) <i](~lÁ,j.jtji jta,. .. e caso
~iíA 1 = ¡ ¡u;
— í ¡ymaxQn, o¡~cT
IDs d eci e, pata e ~ 1) se ver iti: a
¡u; — ynaxQr , ti) ¡7i — mA ~Rníit) WWT ¡yíuax(:e, ti)¡ nl—i
= (r [yrnaxQÉ,ti)I)mI
F>oj tajjto.








u; # 0. 4
u; # 0, 4
4
J
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de don de se oh tien e
9700
u;,vunax(u;, it) = 9700 — ti u;#0.
La sustitución <le este valor en (10.5) coiídíice a
¿¿(u;).) = A (i — :qmax(u;, ti) ¡ m—t
= (en — 1) (RIl1ÁÍ — ti)
)
= —S(u;, 9700
cjjan<lo u; ~ O y O =ti < 9k
Por otra parte, citando u; — O se verifica
¿¿(0,1) = 5’jP — (ni — 1)
~ íÑ N
Coiíu:







yn,ax(0, t) = { arbitrario si 0=ti<97~.,si 1=9700
tu ient ras <í jie para ti > 97~
sup «y; 0,].) = +00
vEaN












¿¿(0,ti) = { o~
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Observación 10.7
Podcjy¡os ab oía (:‘.4presar las distintas evolu cio u es ~pro~es~ vas <leí pu j j t o
u; = O segíln los val ores ad uit 511)1 es <le a-


















lijn ¿¿(0,ti;a-) = A Inri
nl —,
¿¿(0,1; a-) = { o+00 si <97~<<i (>9k.
IDi i efecto, de (1 0.8) se obt i enc
[/4
=9111 lien II ~ ¡ (1
o-4—t ~
+ a-) (1 +1v) (tít— ij
¿¿(0, ti; o) = lijíl
ul-j
(1 — a-(ní 1 ))(‘II(tíí, ti)) i—ú(rzv—t)
.4
‘I’(tn, ti) + (Rníllti)~kI
tu — 1
D.~ esta fon na
iii
__ ti))]__ {ln(1 — _____________In t = un o}ní — 1)) + 1 — a-(tn — 1)111 (q’(11~,
a
= ~ (1 — a-(r¡í — 1)) 1(1 — <:v(ní — 1)) + iii lí (‘I’(irí,ti)
)
1 — o(ííj —1)
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ííit= { 4~ si ‘11(m)) < 1
si ‘I’(n11,1) > 1
de donde se sigue el resultado teniendo en cuenta:
‘P(m,t) > ~ A
ni — 1
> 1 .~ 1>9k)
1
2. Para el caso límite a- = — ~ la función
en
ti
experimenta una suave explosión si ti —* 97;, lo que no ocurre
£ = O en que hay una explosión brusca cuando ti —* 97~.
3. Como se ve, para ti —* ‘t hay un comportamiento global, pues
¿¿(u;,].) = +0K) si ti>9t, re LEV
mientras que para ti —+ 97; cl comportamiento tiene un carácter punt3Lal. o
A continuación mostramos un cuadro y un gráfico en el que se resume
el com portainiento asintótico <le la sol jición de (P)Z15, con en > 1 segd n’ los
diversos valores de a-, en donde ~00 denota el horizonte max mal final para
as soluciones cíe ( P )tm y
(I.~ = (1— a-(ní — 1)) [RI+a(Ani¡)Il1(1 + a-)(1+a)(¡~~—1)] 1—cv
Sotucbonu constante
creci,~ien,oNo existe solnoou] E ~cotadp
t1~,,,
—1 o
Bloxy-up No existe solucion
cx
Figura 10.1: Comportamiento asintótico (ti —> +00).
nl-’
Nótese cine todas las soluciones (cuando existen y no son constantes) van
a infinito en as¡ como cl caracter cíclico del comportamiento asintótico
progres jvo
definición sc sigue 1 = O.
entonces
cuan<l<~
~Si ‘1’ (vn, t) = 1, ele la propia
CAPÍTULO 10. LA ECIJACION SIN PERTURBAR.
a- i-~. Convergenc¡as
a- < —1 0 No hay solucion











0 No hay solución
Tabla 10.1: Comportamientos iííaximales finales (ni > 1, it > U).
Figura 10.2: Carácter cíclico <leí cotriportamiento asintótico (progresivo).
10.1.2 El problema retrógrado.
Una vez abordado el estudio para tiempos ‘grandes’ tambien tíos interesamos
p<>~ el coniportamniento en los instantes más ‘remotos’. Así, fijaremos nuestra
atención sobre el problema global modelo
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donde mantenemos los ])arámetros iii > 1, A > O y a- c IR. La fórmula de
Lax—O íd ni k para el problení a ~ toena la forjíí a general
sjip
¿¿Qe /) = I mf — (ni —1) (Iu;—~L”
)
+ (en — o (titE)
dotíde u; c JEt. Etí efecto, si u es una supersolución de viscosí da<h dc la
cuiacion
itt R.lVu¡”’ = O ejí
entonces, para cada x E ~N y ~ E [UN, se tiene que la fuitc¡on
ti ¡—* u4u; — ~ti,ti) + (m — 1) it
es no decreciejite (véase eh ‘leorcjna 4.71), de donde
u.(u;, ti) =A¡y¡í½+ S(y — u;,].), yE 11{N > O
S(z, s) = —(ni — 1) ( Rní”’¡s¡ ) rn—t z E [UN .~ c IR.
a¡ido 5i1j) terno en y E 1j{N sc concluye
itt, ti) =¿¿(u;, ti), u; E JEt, ‘it > 0.
A tí áloganíeuítc, se ¡nuestra que si ahora u es una subsohución <le viscosidad
<le 1 a cciiación
it¿ — R¡S
7u¡”’ = O en ~< IR_
los arguníentos anteriores <leterminai’i
u*Qn, it) =A¡y¡1~” — S(q — ~ ti), ~iE [UN






u*(u;, ti) =¿¿Qn, it), u; E [UN < o~
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Por otra parte, resaltanios la. descripción del dato ¡jiicial
u0 Qe) = A¡u;¡ í+ó, :e E LUN;
(7<) ji cret ameji te, la conti n íj i dad (le it0 dete mu ría
uní ¿¿Qe, ti) = A!x[t~~~, £ E~*0±
Coní o en la Subsecci ón 10.1 . 1 hi ci¿nos un anal isis <le los ticen pos posj t j vos
crí ¿st a sólo tíos ocu p arej’n os de i ji sta¡ítes de ti crup o ti < O pata los ceales
¿.4(:e, ti) = mf
ye IR5
{ mf d/>(y; :e, ti)
5 j (U j <~1o
f(y;x. 1) = A ~q~l+a — vSQe — y, —ti), y E IU.N
Ani e to<lo, p arau; E a<N y ti < o, se observa
O < ¿¿Qe, ti) =ldy; u;, ti), y E
y. e¡t partí c.c lar.
O <¿¿Qe.].) =cf(u;: :e, ti) = AIu;!1t’t u; E IR1 it < 0.
Para datos iii i cia] es constantes (que se correspo¡ ¡dci con fflí~) el> t(
tic iii os dc forní a i nnt cdiat a







[‘art i cuí arí ‘¿ando y = O ci (11). II) para> a- > — 1, se verítj ca
U <¿¿Qe,].) =<.4(0; £,ti) =9 —.—SQe, —1), e E 11{N, ¿ ~
lo j tC, (1) <7011 sec ¿crícja. nos perDí i te ah rin ar











(1 0. 1 4)
4
4
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y
~ ¿¿Qe, ti) = 0, u;E IRN. (10.15)
\¡canios que para valores de. a- < —1 la función ¿¿(u;,.) sigue verificando, páa
£ ~ 0, cl decaimiento anterior.4 En efecto, para cada e > 0, el punto
u;
ti/e = (¡u;l +e(—t)ik) vi, :‘ # 0 /<0
verilica
¡u; — y~¡ = c(—ti)+.Así, por defí niciojí
¿¿Qe, ti) =‘k (ya; u;, ti) = A (¡u;¡ + c(—it)+) ~ + (tu — 1) (¿7) ~‘ —
(7011 lo <~ nc
m—t
0= uní ¿¿Qe,ti) =(en —1) 1> e >0.
Finalmente, haciendo ten<lcr e —Y O se obtiene (10. 15).
Observación 10.8
Nótese <jce a. diferencia del caso de los tiempos positivos, eíí cl que cl
ranqo (le exponentes globahaente admisibles era
= H, LI
ahoja. lI)ara el problema retrógrado, se tiene = IR, lío acotado, por tanto,
1
ni por encima de (contemplado en el Teorema 10.1:3) ni por <lebajo de
iii — 1
—h (véase el Teorema 10.9). o
Salvo para el caso “constaitte’ a- = —1, hemos probado
2k. ¿¿(u;, ti) = 0, u; ~ 0, a- E IR.\{— h}.
x = O véase el Teorema 10.18 <
1~te juost,rajnos jitasPara estij<I lar la evol cción (le
adelante.
4
CA PÍTULO 10. LA ECU A ClON SIN PERTIl [IBA I{.
Con cl fin <le í}ie<:is~~i el compoítam ento anterior, parece oport ¡¡lo tener






sj (Y jij —
~,i a-> jtj —
(lO. 16)
asf coin o la pro~ii (BRI atA
4
“¡‘(0; x,ti) =
+00I (vn— si cr<—lA + (iii —1) ( ¡u;¡,flkRen¡¡( —ti) s¡ a- = —15¡ (Y > —
<1 jjC J jj j¡t(’l (7011
luir <¡‘(y; :r, ti) = +00
¡ a(7eiI (~iIe ¡)arau; E lUN \‘ ti < O exista y~j,, = y~,j,(x, it) c [UN verijicantítí
¿¿Qe. ti) = q5(y~ii; u;, t) =Wn £, it), y E jJI<N5
Como alt ora eí¡ la defin ¡ ción <le U tornamos el fi ¡ fi m~ en IU.N , dis ti í¡ g ¡i~ ~¡¡ 05 cl
ca5() y = O (<bit <le 4) no es diferenciabí e si a- =0) de y J 1) (donde sí lo es).
IDI ni ¡ji i mo se realizará, p~’ taj íto, cii y = O o en el subconj í rito <le 105 j) it titos
cst a<;í o o att os dc
t~Qe, ti) 1 {y E lUN
S iCi7¡(ilO
Vc/4y) = (1+ a-)A[y¡”~S +
V44y) =
(tít)t’
N’ótese <fl¡e la relav:i<>i¡ (10.17) deteríí’ina qi¡e q,~(x. ~J~ O si a < —1.
:356
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e.ji tú, ces6
V¡’(g) = O *
y ( I~
—
1 + a-)A¡y¡”t-’— = — ______
iyf Rm(—ti),/
— ‘II (10.18)
Dc esta forma, dado y E Q(u;, ti), se verifica
f + a-¡A¡y¡c = ______ 7
es dcc it
y C Q(u;, it) .~ a: — y¡ = Jim(l1 +
Los posibles comportamientos asintóticos (le y E Q(u;, ti) cíjajído ti
son, a la vista de (1 0.19), los siguientes:
(10.19)
—Y -,-00{ [U.jn(¡ 1 + a-¡A)’”—t ( ti)] 1—n{m—t) para( Rní(¡ 1 + ¿lAr—Vi)) a{n,—1) para 1¡u — 1’a-> en —
Por tan tú, parece conveniente ¡¡sar la represen tacion
¿¿(u:, ti) = ~(y
1,j,; u;, it) = tuin {4(0; u;,].), ufín ~(y) }
sic11<1
La p¡i triera tasa <le decaimiento, para viene hadía po
~(y) A ¡y¡ ~ + ¡<(tu — 1 )(¡ 1 + a-¡A)1n¡yJáu(~ti). (1 OJ 1)
‘Nótese que V~(y; u;, t) tiene sentido para todo y E IRN 5’ cx > O y para y ~ O si cx < O.
Ahora bíe¡t cuando cx > O, se tiene: V#(O; u;, t) = O ~ u; = O. Recordemos que (lO. 14) ya
establece la evoluciótí para u; = O.
‘A dejuás, los vectores y E ~4u;, t) y u; — y tienen la misma dirección. Por tajitc,, todos
los eíejnentos de Q(x, 1) están en la misma dirección que u;.
:357
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Teorema 10.9
Si o < — 1 entonces la solución de ( P)<><1, ver ifica
si 1 —> —00
donde la constante (h~ (9t00 (A, a-, R, iii) vier¿e duda por
Demostración.
I’jjesto (¡‘te (10.16) y (10.17) <leterminan
hin 4(q) lini <‘¡4!) = +00
lvl—*0
ci ton <:es’~j<, (~ ,ti) ~ 0. Por tanto, la caracterizaciórí <Y Q(e ,í) lleva a
¡1 + a-¡A¡y<,1~,,(u;, t»~~ = (¡u; 01) iii~i
U.ni(—t)
y
¿¿(u;, /) = A¡g0~}u;. t)¡¡+Ú + R(íu — I)(—ti)(¡i + a-¡A)’~¡yi~~(x. it)¡”’’
(ver (l0.2h)). Así, las expresiones (10.23) y (10.24) iínplicait




hin ¡yii,ijx, 1) ¡cv~(~ti) = 0,
<¡itt: íílA 1 izadas <le nuevo en (10.2:3) conducen a>
—(1 + a-)A y<,,~<,Qe,i)¡<





















t o ( LO —1> 5j it —00.
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[)e esta forma, a partir <le (10.24), para ti ~ —00 se verjflca>
¿¿(u;, ti) = A¡y,,¡u,¡1~~’ + R(ní — 1)(—( 1 + <~))11A~I5—t
11½
~,1A [n.¡n~—~>i+ CV)t1) - I~—L)J (ín — + a-))
(1
— (1 — a-(nvj — 1)) [rtt+c~(A¡~Ic~)n1(~(f + a-))(¡+<~)(fl1í)] ‘—ah—’) o
Observación 10.10
Como sc aprecia, el comportamiento asintóti(:o temíoral retrógrado. de
¿¿Qn, ti) <lepende dc cada valor ev < — 1 y es uniforme cii ix
2. Para a- < —1 el orden de decaimiento (.‘it)t’~—s) recorre potencias
negativas desde (—tif m—i , para a- —* —00, hasta las constantes, para
a--* -1.
3. Queremos reseríar que cuando a- < —1 la evolucióu de la somuciójí ex—
lwrímeín ta itria “explosión sábita” a partir <le ti = 0. Con cretamejíte, la
piopiedací
u0(u;) S A¡x¡í½<+03 ‘~ u; # O
hace <~uc se tenga
~Lt}
mf IAIY¡1+a¿¿(a, ti) = 16j[{N + (ni — u
< A¡x¡
1~ <+03, u; ~ O. it <0
iii jetítras que, por otra parte,
¿¿(u;,].) = +03, £ E IRN ti >0
(véase la Suibsección 10.1.1 y la figura adiunta).




ya comentado, es injriediato:
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Figura> 10.3: Funciójí U (u;,].) cnando a- < —
Teorema 10.11
La solución de (Pftt,,, es




A (7011 ti n I¡ac bit
citan do —1 < a-
pre(7.I Sajuos
<in
la tasa (le decai vn jen te> cxpresa<la en (1 0. 1 5)
Teore~~a 10.12
St —1 <a- < _________ entonces la .solru,ión de ~ verifica
1111 — 1
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Demostracion.
A partir (le (10.19), para todo q E Q(u;, ti), se da el siguiente
tamíento asintótico:
es <Iccír.
r..’ Rjn(¡1 + evjA)I15>í ii¡v(5]—í)(~ti)
‘~ Rm([1 + a-¡A)tIb—t(~i)
Consecuentemente, para todo y c 12(u;, 1) se tiene
[~~<í¡~+ evjA)I15>I (—ti)] t—c«rn—t)
Dc esta fornía, para estos y se verifíca
= A¡yII+Ú [1 + U.(ní — 1)¡1 + a-¡UAI1>l
+ tu ¡1 ~—ev¡)A[Rtuaf + evlA)”’’’ (—ti)] tt ~ si ti-Y-OC.
l+a- 1
El resultado se obtiene a> wtrtír de (10.17) y (10.20) temendo en cuenta cine
1— ev(en —1) >~>~ . O
en — 1
La i n foiní ac¡ on aí t ter i or puede ser, au xi, mas pree j sa. Concret ant ente,
Teorema 10.13
[‘ara —l < ev < 1_________ la sol’uc~on dc (1> ~ verifica
i>i’i — 1
si ti < —rQe, it)










<0 u; # O (10.25)
VV(u;, ti) = A [¡z¡— Rj’n((l + ev)A¡ym1(u;, ¿)¡L>)thb—t (—ti)] 1+o
C,XPÍTIJLO 10. LA ECIJACION SIN pFZwpíí111 B,xi(
+R(tíí — I)((l + a-)A]y~1,Qe, ~)k)’>’(—~)
‘ti







Rin 4í¡ — —
Dernostracion.
Por (1 0. 14) ya (10110cetuos la evol ¡i<~ión de :e = 0. Por tanto, sólo co nsi <le—
are nios val ores de £ ~ 0. La dcii iiicí oir dc 4) det en n ¡n a
¿¿Qe, ti) = c,b(yu,j~; e,].) = A¡y
115~(:e, 0¡~±~— S~: — g,1~1(x,ti). —ti)
por lo <í ¡le cal) <
5a (7105 pOS tI)11 i dades:
1. jimin(~, ti) # O t- y,
51¡14u;, ti) E U(x. 1). Por tanto,
= ¡u;¡ — Rin ((1 + cv)A¡r/,,,h5(u;, t)jv)151 (—it)
<le <1otí <le
¿¿Qn, 1) = p(y,,~,, (:e,ti)) VV (u;, /)
2. y155~,, (u;, t) = 0, en (luyo caso
(jonio se verifica
con
¿¿Qe, ti) = —SQ, —1).
VV(u;, it) = —¿‘(u;. —1) .~ / = —rQr. ti)
ni — 1
VV(u;, ‘r(u;, it)) = —¿‘(u;, ..~.‘rQr,ti)) = ~ l + a-).Aivníin(x,ti)¡c!:e!,
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el res tiItado se sigue <he la reí acton
¿<‘(u;,].) = min{PV(u;, ti), —¿‘Qe, —ti)I,
ten ien <lo en cijenta <j ¡te
si —w(u;,t) <ti <0
VVQc,ti) > —¿‘(u;,—].)
Para el caso ev = O basta observar que
¡y~1115Qe, ti) ¡ = ¡u;¡ — HinA~”1 (—ti), u; E J[{N ~ < ~
<íe don le se sigue cl resultado. o
Observación 10.14
En el cas<) CV =9 0 se pueden particularizar algunas propiedades
iriente interesantes. En pritrier lugar, la función
especial—
VV(u;, ti) = A¡u;¡ + RA~’ti, u; c ITt, ti E IR
Figura 10.4: Función VV(u;, ti) =9 A¡u;¡ + RA~’í.
es soL, ción <le viscosí dad <leí problema ( P)
0,,,1. En efecto, como VV es
Íjjnció,í diferen dable en (Ip,N \{0} ) x IR ven Iicarí lo
íiiu¡a
(S7VV(u;, it), 1/V¿Qe, ti)) = (A 1,RA1~ ¡ £ ~ 0,]. E IR
‘4’
(=ILtOn(7(7rs
VV,( .c,ti) — R.¡VVV(x,ti)¡’” = 0, u; ~ O, ti E IR.
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Por (1)17 ra parte, 1)a>ra u; = O y it E tít, se wrrifica
D~VV(0, ti) = <2) y D—VV(0. 1) = DA(O) x RA”’
(=5decir
pues si (pi, p>~) E D 142(0.].) entonces
A q¡ + U.A”’s = }V(y, .‘Q =14)(0, ti) + pj y + p2(s — it) + o( y¡ + .q —/)
= HA]. + Pi y + ¡4s —/) + o(¡y + ¡.9 — ti¡),
Ahí¡ + R.A”’(s — it) > pj y + p2Qs — ti) + o(¡y~ + ¡s — it¡).
En pa>rt (7111 ar, para> y — 0> sc v(=5iii<7a
— ti) =¡‘2(5 — it) + o(¡s —
[)ivi <1 crido por s — ti y haciendo tejíder pr ci ero .s —4 ti con s > ti y 1 ueg<: s —Y it
([Oil .s < / sc oíltiene cjce 7>2 = RA”’. Por 1;acto,
A¡’yj —1— ItA”’(s — it) > pi . y + R.A”’(s — ti) + o(¡v¡ + ¡s — ti¡).
La elección .s = it erj (10.26) deterííri ti a
A¡y¡ =pi . y + o(¡y )
q~¡e, j unto (7011 la propieda<1,
A¡y¡ > pr . y + oQy¡) ~ ¡pi ¡ < A
(70Sld íj (7 e al res uItad o <leseado
/>2 — U.¡p¿ ¡“‘ = U> (A”’ — ¡p~ ‘“) =0, (pi, p2) E 1)






















:36510.1. HAMILTONIANOS CON CRECIMIENTO SIJPEI{LINEAL.
Por otro 1 a<lo, como hemos visto en el ‘Roreina 10. 1:3, la fujíción
¿¿(u;,].) = { A¡u;¡ + RA’11ti,
con u; E nt y ti E IR. es solución de viscosidad <le (P)
0,,,. Además
¿¿ c e’ (((lUNv{o}) >< @R\{0 Y)) u ({0} x EL))
au ííq ií e ‘u~ (u;) = A ¡ u; ¡ no es diferen ciabíe en u; = 0, sic111(710 la
(10127)
regularidad
aí ¡ ter or mau;i>;nal. En efecto, la función
VV(£.ti) = A¡u;¡ + RA”’].
vetí ¡fi ca







Figura 10.5: Función parcial ti ~—>¿¿(u;, ti).
Denotando por r = ¡:e¡ se prueba
VVJu;,1) = RA’
11, VVu(u;, ti) = O
(u;~
¡ u; ¡







{ ¡VVrQe,].)¡ = A, VVrr(u;, ti) = O
C,xPÍTUI,O 10. L,x íss:;.i AC I<i>N SIN I’ERTIJ I{I3A B
Figura 1 0.6: Ftincío] parc al u; —* U (u; .it).
t)
—‘ti)) =














¡ :e ¡ )
¡ £ ¡
= RA”’ = VV~ (~, — U i;L— )




























10.1. HAMILTONIANOS CON CRECIMIENTO S(5F’ERLINEAL. :367
Esta regularidad global es maximal. En efecto, U ~ pijes
(¿‘)rr (x~ r<Jt~—i) > O = VV,.,. ( Rn’sAnsí
)
No (7>bstante , seveuí fica
¿¿E C”> ~ ~<
— ~j~~ns— t
(pues ¿¿(u;. /) coí ncí ~ie con —¿‘ (:e, —].) en esa> región).
A hora
¿¿ > O en BU x IR
y, por tajíto, es la única solución de (P)0,, que no cambia dc signo. (Jomoya
hemos comentado anteriormente, el cambio de signo i mposíbílí ta, en cicrt<)
sentido, resítítados <le unicidad y, así, las funciones JA) y ¿¿ son dos solijciones
de viscosidad del I)rol)lema (P)0,,,, : mientras que ¿¿ es tío negativa, la función
VV totua valores positivos y negativos, c
Para cl caso ev = — se t leí í e:
Teorema 10.15
La solución de (E>) nlt~t ~ viene dada por
IT “\ “5—1
¿¿(u;,>it) = A¡x¡~í ~T— ~
)
Demostracion.
Basta tener en ciienta que la solucion regínlar ¿¿
10.6 puede extenderse a.> dominio tuaxítrial 117<>N x] —
Completamos el rango ~ie valores positivos <le ev
obten ida en el Teorenía
00,9700[.
1 ¡







‘4LA IwUÁCION SIN I’EIITUHBAR.
1
a- > entonces la solución de ( P),, veríjicaji) — 1
‘4
.41
(Jonsed7~uc itt cinc nte, ‘4
líjn ¿¿(u;, ti)«tiyw½T
¿-4-00
= (ni —1) :e E lUN.
Demostracían.
A partir <le (1 0. 19). para todo y E Q( e, ti), se <la e] si gui ej¡te
taní íen to asi ntoti co:9
Rn-í(( 1 —~— a-)A)5L—t I:l/¡4~t(flb~i)(~t.) 51
es <l(=cit
it--Y-OC.
)ns— ‘(—ti)) o(’5~—Ii si /-4-OC.
1) e es La Forma. pala> es t;osy sc ver iii<7a
p(’q) — 4¡y¡¡+Ú + R(íí-i — l)((1 + a-)A)’NyL’
A (l{rn((
— A (Ujn((l +
A partir dc (10.1 7) y (1 0.20) se s¡guc
juin { —¿‘Qe, —ti), Áfik> < u)} cv.~ -‘¿‘Qn. —‘/) si t-’*—OC. 0 ‘4
9Nótese que para y e ú(x, t) ahora sólo tiejie sejitido Iiiij ¡ij¡ O.









+ (en — 1)
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Observación 10.17
A diferencia del caso a- < —i, para a- > —1 la función ¿¿(u;, ti) tiene un
comportamiento asintótico retrógrado uniforme en ev pero dependiente <le
(7i1(7h1. u; E l¡<N ~
Al igu al <j ue en la> evoluciOíl ~OH it va dc 1 os tieml7 os, po <¡ciiios <jete rmi nar
la evolución exacta del punto u; = 0.
Teorema 10.18
Para todo ‘it < O se verífica
¿¿(O, ti; a-) = k 5>1si a-=—Isí ev>—l
donde 000 viene dada en (10.22).
Demostracion.
Para el caso ev > —1 basta ver (10.14) Si a- < —1 entonces y15~,(O, ti) # 0,








¡y””,’(O, ti) ¡ ‘~+‘ = —(1 + a-)A(Rrii(—ti))’~—’
CH (TI (=(7ir.
¡ymt~(O, ti) ¡ = [Rtt}—( 1 + a)
Itiego, pata ti < O
¿¿(0, ti) = A ¡y,u,¡n(O, t)¡’~”’
— A (1—
1 + R(ni — 1 )(—( 1 + a-))”’A””—1
(en — 1)(h +a-)) [U.m(—(f + a-)A
(—ti)
¡ y
1~~15(O, ti) ¡ t —
‘‘5— t (>¿)] ‘rs~1íy
ov(mn—1)]
— (1-’ ev(ní — h )) [U.t±Év(Ajric~)1I(~(í o+ a-))(t+cr)<¡~—t>] I—n(zn—I) ( í)T~2—¡
‘4
‘4
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‘4Observación 10.19
Nótese dítie
hm ¿¿(U. ti; Cv) = A.
ú¡-4-1
Podeitios ya su it artzar cotrí o sc c<>ut sipor a la fjj j ¡ción ¿¿ ej ¡ 17 (1 para
(7.11 ~t.l(TI vier valor de t E IR
J (J<,it ¡
= y’1+03,









0 0 j 0 0 Ti
a<—1 a=-1
ni-]
Figura 10.7: Evol jícion dc ¿¿(0, ti) en hin ción <leí tiempo.
Al igual <1jie bícííííos con la evolución positiva de ]os ticiripos, preseitairios
un ci adro y in gráh (70 en cl que se ¡esume cl cojn portam i ej¡ to as ti Lot1(7(T)
set ¡ograúl o <le la sol it ci 0111 de ( F’ ) >,‘~, (7.On vn > 1 segun los val ores <le o’. ¡TI diii dc
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OS t~][ Convergencias1
a- <—1 —~ Inri ¿¿Qn, ti)





03 = —¿‘(u;, -‘ti), ti = —r(u;, ti)










Tabla 10.2: Comportamientos triaxímales iniciales (tu > 1, ti < 0).
Sotucio,, constante
1 )ecainhiei,to ‘ Ilecainijento [)ecsnl, ‘cnto
I?§~~99!S~1 p9(9j5~I,~ potenersí
—I o
Figura 10.8: Comportamiento asíntotico
Nótese qtre para a- E ]—í, ~, [sc (la la cois¡cidencia, -. pOen ticín finito,
(le ¿¿ con el comportamiento dc siníilaridad, cuando a- = mLi cíe hecho se da
la (7015)ci <1<it cia glol ni 1 dc U (7011 ¿‘ y si ev > la coí St ci dencía de ti con el
(70ni portain ien to de si ni i 1 arida<l es asítí tót ¡ca. Adeinás, to<las las solijc,ones
decaen a cero cii -‘03 salvo, obvíatuente. el <taso constante asi como el ca>”acter
cíclico <íd coiriportain iento así ntóti (70 retrógrado.
10.1.3 Evolución de datos u0 que explotan en la fron-
tera de compactos.
Siguiendo 1 a>s líticas de este Capít cío esbozaretiíos nuestro estudio sobre (latos
tío en la> forma modelo
u; E 11{N (A > O)íT¿tra los valores extrcjííale.s cx —
latos uo que explotan dentiro de compactios
—00 y a- = + 00. I)e esta foriua, el caso de
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l;’igj~ra 10.9: Carácter cíclico del cojnportaiti icj¡tú aSiijtOti<7O (regresivo)
s¡gi¡ icute resi¡ Itado:
Teorema 10.20
Sí





en/onces la solución de La:e—Qlení ik del problema







IDi pi1 mer 1 í¡gar. nótcsc <í tic el <lato niciah anterior veríli ca
= y ((>uo7)~ (‘a~í. en
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= { (uo)}y) — (ni
¡ u; — ymaxQe, ti) ¡L”
)
donde h/u,Lax E B1 (O)
Por tanto, yníax(u;, ti) es cualquier elemento de la bola B (0), lo que hace qi¡e
¿¿Qn,t) = +03, u; E lUN ti >0.






= mf 1 (uo)~(y) + (en — 1)
yE ~N [y
u,—’
¡ ¡u; — i»” ~\
Rjn”’(—it))
Rrn”’(—ti)) 1
= (rto)*(yL,íi,í(u;, ti)) + ~~yní¡~i(£, ti) ¡I~5
U laraitiente,
y,,1;,~(:r, ti) =
lo que conduce a
(uo )~Qe) = O










{ £u;¡ u; ¡ si u; E
ol)tenicn<lose el resultatio deseado. O





1 ,. N~% —.y. y. y.
O y.
-I
5’ ¼ •.y..-. 5 ‘y
•. yy.y. 5y. y. y.y. 5 y. 5y. 5 5 -.
‘y 5 5
y. y. y. y.
y. y. y. 5 y.
~y ‘y y. y
j4j
Figura 10.10: Función ¿¿Qn,].) cjíaj¡do CV = —OC.
Observación 10.21
NÓLese <iite
lien ¿¿(u;, it) = { +00
o
si ¡u;¡< } =9 (uvft Qn), :e E LUN.
si ¡:e¡ > 1 >1
El caso reíatt yo a <latosa¿1 que e:vp lota 21 fue;a dc co ‘¡u-pactos.
rj~es 1)011doria cosi la elección ev = —1—OC. vierie al) ora <1ad o por:
Teorema 10.22
La. soí>ac~ón de taz—Qleínik del problema
o
(P) +c’o,’’’ { ‘tt1 = R>¡ Vu ¡
uQe, 0) = uo Qe)
(10 ¡ide
en lUN >z (IR\{0>)
£ E
uo Qe) = {+OC
viene (la(la por

















Si ¡:e¡ = 1
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Dernostracion.
Cojuo uo sigíje verificando (10.29), basta argumentar como en el Teorema
10.20 ten i e~ído en cuenta q ije ahora ymnax(u;,ti) es cualquier elemento (lite es té
fuera de la bola B1 (0) mientras que




Figura 10.11: Función U (u;,].) cnan<lo cx = + 00.
Observación 10.23
Nótese ahora <¡ríe también
si ¡u;¡> 1f
Observación 10.24
Con los Teoremas 10.20 y 10.22 se reafirma el
en las St jbseccíotíes anteriores.
carácter cíclico comer¡tado
0 ¡
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10.1.4 Generalizaciones.
[‘(741<u tios extender el es tcclio an ten o r a>> j)rob lema sri ás gej ¡e ¡a.>
it1 FI(Vu)
u(., 0)
en n.tN x IR>+
<II LE2~
para <1 atos iii iciales u0 verifican <lo la cotí <II ción
hmsup ¡£¡m-I = > ~
<7ojj jtí > 1 en el qije, con el tu de sijii pl ilicar, solo hemos (7ouisi(lera(lo el
IT)rOl)lCItia para ticirilTios positivos.~
Corolario 10.25
Supongamos las condiciones
II Qq) =R!P!LLL + k2, p E
con ‘~2 E LE> y
u0 Qe) =Al:rl14.~~ + d2, u; E
con A > 0, d2 E IR. y —t
1




1>) venijica para cada> u; E








000(4,0, R, vn) + k2






l3 a>s a tener cii cii e ji ta la relaci ¿ti
uQe. ti) =¿¿Qe, ti: v0(.)) + k»i + (12, Qe, ti) C [UN x ll{~
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siendo ¿¿Qe, ti; ‘vo(.)) la solución <leí problema (P)t,L~~ para el (lato inicial
vo(u;) = u; E iít.
El resulta(710 se sigue de la expresión
si ti—>-l-oo
(véase el Teorenia 10.2). o
Corolario 10.26
Supongamos las condiciones
H(p) =R¡p¡LLL + k1, p C
con k1 E 111. y
itoQe) > Aju;¡
14.’ + d
1, u; E IU.N
con A>0, d1 EIRy—l <ev< 1
P) verifica para cada u; E lUN
lij7i>i inf¿¿(C~ ti) > k1
t4+00 ti —>
t-*+OO it





> CcyO(A~ c<, It, en) .74 0<a-<
Demostracion.
13asta ten=.rcrí cuetita qí í e alt oía
u(u;,’it) =¿¿Qn,’t; ‘vo(.)) + k~t + di, (:n,t) c lUN y
sien<lo ¿¿(u;, it; vo(.)) la solución deh probhema (P)t,~ para el dato inicial
vo(u;) = u; c lUN
(iotil <7)
¿¿Qe, ti) ‘~‘0001<> si ti—Y +03,
Entonces cualquier solucton u de
el resti ít ad o se si g ce <le forní a i ¡sin e<l jata. O
CAÍ’ÍTIIIÁD 10. LA ECUACION SIN PERTURBAR
H(p) = R.¡p¡”’ + k, p E 1RN
con k E IR> y
•~¡u;¡1±~+ d~ =uoQe) =AP:ejt±0+ ~2, u: E n<N Él
con A > 0, d
1 =d2 y 1—1 <cx < jii — 1’








(?00(A, 0, It. m) + le
= (t(A,ev, R,m)
si —1 <a-<0




I.I(p) = U.¡p~”’ + 1 p ~
con le c I¡<. y
¿t(t(X)
¡u; ¡ 1-4—o = A > O
(1 0:30)
con A > O y —l < cx < — ~ entonces para c>ualqu~er solu<:íón u (le ( P) y
Vn







(t(A, 0, It, su) + le
= (ii½(A,o~, It, ni)
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De most raci011.
Dc (10.30) se sigue que para cada e > O existen dos constantes d¶ y d~
con d~ =d~ tales que
(A — <¡u;¡~+~ + d~ =uo(u;) =(A + <Wt+Ú + d~, u; E
[)e esta forma
¿¿(u;, ti; ~
4t>(.))+ kt + d~ =u(u;, ti) =¿¿(u;, ti; vV>(.)) +leti+d~, (u;, ti) E x U4.
síendo ¿¿(u;, ti; 40<.)) las soluciones respectivas del probletiía (P)Z,11 para los
(TI atos iniciales
41)(u;) = (A — g)¡u;¡j4.~~5 u; E IRN
y
v¿2)Qe) = (A + 6)¡~¡t+cv ~ ~





¿¿(u;, it; 0g2>(.)) (ltdA + e, cx, Ji,
ol>tenejiíos el resultado sin jíias (lite hacer tender ¿ —* 0. o
Corolario 10.29
,Si.s e verifican las condiciones
W4+OO FI(p) — It> 0 (10.31)¡ p ¡
y
111-4+00 uú(u;) —A>0 (10.30)
1
con A > O y O < a- < — ~ entonce.s para cualquier solitcunt it dc (1’) y
cada :e E n-jN se tiene
<~, ti) 0
00(A, cx, R, ni).1+0 —I—cs(m—Q
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Demostracion.
L)e (10.31) y (10.30) sc sigue que para cada ¿ > O existen cotistantes
lef, k.1, d7 y con /4 =/4 y d~ ={ tales que
(It ¿)¡~>¡LLb + leI =Isp) =(R + ¿)¡p¡LIS + /4, p E
(A — )¡u;¡’4.” + d7 =‘unQe) < (A + ¿)¡:e¡ 4-o + d~, u; E [UN
¿¿Qe, ti; H (.), ‘v¿~>(.)) + ¡<it + d7 < ‘u Qe. ti)
5
Lí>ego,
=¿¿Qe, it; 1-12(.). vg2~(.)) + le~ + d~, (u;, ti) E lUN ><
s¡CndO ti (x, ti; Il~( ) , >¿Q (j>) las HohtI(iOneH respectivas dic.>
los b a¡ ¡iii ton i anos
Hí(p) = (R ¿)¡p¡LII pE [UN
y
H
2(p) = (R + 17)¡p¡”’, p E
í> rob1 ciiia (1’) O,LL( ~ 414
y los (TIatos i ¡u ciales
(A — ¿) ~ e E WC
y
>0g
2)(u;) -‘ (A + ¿)LnjI+<1, e E [UN
(jio mo para it + 00 SC vcritjca
vn)]. 1—0(5—1>
y (2) II
¿¿(:e, 1; F¡2(), ‘vfl.)) G
00~A + a, ev, R + e, íri)t L—o(iii—L>
entotí ces la ecl a~zión
l+cx f
1 — n(m —
>1 ~ 0<a<
Iii — 1
<Isí —i <ev <0
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Observación 10.30
En el caso en que —1 < cx < O sólo podemos decir que para cada ¿
existen dos constantes leI y le. con le~ =le.5 tales que
(i½(A-‘ ¿,0, R> -‘ ¿, en) + k7 =liminf uQr, ti
)
ti









<¡ini sup u(u;,1) =<
1-4±00 ti
51 —1 <cx<O.
10.2 Hamiltonianos con crecimiento lineal.
10.2.1 El problema de valor inicial.
De muevo, argumentamos sobre el problema modelo
(P)Z,, f ‘u< =
u (u;, 0) =
en fl{N x
u; E IItN
(lon(lc A > O y cx E IR,. La soltícion ¿¿Qn, ti) =9 ¿¿(u;, ti; It, A, ev) de (P)ji1
(:on la fórmula de Lau;—Oleinik:




Para la elección y = u; se obtiene que
¿¿Qe,ti) > A¡u;¡ ~ u; E IRN.
Sea Yussax = YLSSaXQC, ti) E B~(x) tal que
uoQqnax) =uo(y), y E BR,(u;).
(Jotrio’
1






tNótese que Vug(y) está definido para yc iTt si o’> o y para y ~ o s~ cx < o.
(10:32)
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el inico punto crítico <le >¿t0 es yt = O cuarido cx > 0. Nótese <Inc
1±00si cx<—1
u~(0) j¿l 57
Vean¡os <7<21110 viene determinada la solución del prol)Iem a eri fu ti cióí¡ <leí
exponente a-.
‘Teorema 10.31
Para cada u; e ff{N y ti =O, la solución del problema (P)~1 es{ A( [¡u;¡-‘
¿¿(u;, 1) = A(¡u;¡ + R»t)l±t>
st





Si cx < —1 consicleratrios, a su vez, dos regiones:
e Si £ ~ It]. entonces O E BR, (¿e) por lo <}ite y~ax 0. Luego
¿¿(u;,ti) = +00.
o x
Figura 10.12: ¿¿(¿e,].) = +00 si u; < It]..
• Si ¡ .n ¡ > Itt (-.-titonces O ~ BR, Qn) y como 1710 (yí ) =uo (y’j si ¡ y1 =
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YLISaX — ¿e¡ = Rl
de donde
¡yLflax¡ = ¡u;¡ — Rti
y, consecl>jetítefl11ente,
¿¿(u;, ti) = A (L~¡ —
2. Si cx = —1, se trata del caso ‘a0 cojístante, por lo q nc cl resultado: es
nín cdiato.
3. Si a- > —1, como sto(O) = O y uo(y1) =uoQg2) si IP ¡ =Y2 ¡, entonces el
enaxtmo se alcanza en la frontera de Bg¿(u:). es decir,
h/Lslax — ‘4 = U.>t
dc <lo¡í de se obtiejí e
¡yL~Lax¡ ¡34 + R>t. o
Observación 10.32
Para el caso cx < -‘1 se tiene
¿¿(u;, ti) = +03 si ¡u;¡ < ¡<ti,
qce expresa como a se propaga la explosion inicial del punto £ = O a lo largo
<leí tiempo a traves del (701110 de <lependencia (véase ha Observación 6.4). o
\leamos jm gráfico en el que se resume el comportatí’íiento asintóti(:(T) tic




fuera de un cono (u,9hflie9o.no acol;dq
—i o a
Figura 10.13: Comportamiento asintótico (ti +03).
CApÍi’U ¡~O 10. L¿x w: u ,XC ION SIN i’ Eí~’u RItA It.
(E) ‘¿¡¿ — It¡S7a¡ = O{ ‘¿¡(u:, 0) -‘ A ¡:e¡ ~ ~ E 11<
la Fórnícía de Lax—Oleí ni k viene <leterní i na~1a por




mf A[:n — yti¡I+CL
II EDrq — (O)
A sup
VE BRS (r
= A _mf ~~¡1~<’<
£ E IRN, ~> (1
u: E ll’>~N ,ti =0
(10.34)
vé.atíse los coine j¡ t arios <le la S u hsecci ój 1 0. 1 .2). Por tan to.
Corolario 10.33
Para> cada u; E LE>N y ]. E IR., la solución del problema. ( P),,
A ([¡u;¡ —
¿¿Qn. ti) =9 { A





.9? cx = —I
.~¿ a>—i.
Demostración.
Basta tener ejí ejietí ta. qite ~Tara ti < O
¿¿(u;,].) = A in F ¡ ~ j4.cv = ,~ ¡y¡s,,L,(d:, ~>yt4.~<
?/L551L5 (:e.ti) E B
1~< ¿) (u;), obteniéndose
YL5iiL¡(”, ti)
\‘. para c’ > — 1,
{ y,155(:n, ti) =9 0[VLsbiLs(~, t) ¡
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10.2.2 Evolución de datos uo que explotan en la fron-
tera de compactos.
Conio en el caso <le bamiltoníanos superlíneales, podemos coj11)pletar la ex—
po5j(tjon con los casos que ilustran la evolución de cIatos u0 que explotan en> la
Frontera <le un com pacto, que se corresponderían con las elecciones CV = -‘00
y ev = +03 en la expresion
AIu;¡l+&, u; E LEN (A > 0).





si ¡u;¡ < 1
si ¡u;¡=1
Si ¡u;¡ > 1
entonces la solución <‘le Lax—Olein¿k del problema
(P)00,t { ~:~Pu ¡ Qe), =~ff0 x ([U.\{0>)u; E IU,N
¿iteite dado por
¿¿(u;,’t) = { ~03si ¡u;¡—Itti< 1si ¡u;¡—Rt> 1
mientras que en los puntos (:=,1) tales que ¡5:j — It]. = 1 se tiene
¿¿(4:]) = { O
+03
si ].<O
si ti > 0.
<ú2~- ¿¿Qn,].) = { +00O si !:n¡ =1si Ln¡>1 y líju ¿¿(u;,i.) =t—40 {W~ 5’? ¡:fl~ < 1st [34> 1.
Demostracion.
Para> ti > 0, cojrio se verífica>
Finalmente,
((u
0)~ )* (u;) = (no 7 (:e) :e E [UN
CAPÍTULO 10. L\ ECUACION SIN PERTI) lIBAR.
la Fórmula dc Lax—O leitik viene cla<la pOT
¿¿Qe, 1) = :n C IU>N ,it> 0,51117)
yEBn,(x)
(95 (TldSCiI, líara u; E
11{N y ti > 0,
¿¿(u;, ti) = (~0)*(y Qe it)) Élcotí ii’~,ax (u;,].) E Bí.« ( e).
D~stingiíi irios tres casos:
Si ¡ u; ¡ < Rl e¿ítorj ces yL,ax (¿e, ti) = 0, 1 Itegd) ¿¿(u;, ‘it) -+00.
2. Si Uit < 34 < Itt + 1 entonces
y~,ax(u;, ti) — ¡i4 — Uit ¿e.
¡:117 ¡
(ont <7>
¡ym,sax(:e,’it)J ¡:e¡ — Rti < 1,
entojjces ¿¿(u;, ti) +00.
3. Si ¡u;¡ > It]. + 1, para cada y E Bju(:e) se verifica
— ¡y¡ =Y —:e¡ <It]. ~ Li =¡34—11>].>1.
Por tanto,
(y) 0, y E B~<(x) 4 ¿¿(¿e, it) xx o.
Cuando t < 0, debido a
((uo)*). (¿e) = (‘u¿o»Qe). u; E [UN
e ti t(‘>11 (7(755
ti (u;,’it) = ~i nf (‘no) * (y) = (‘uÚ) (yL,, (u;,ti)), ~ e 11<N , ti < o.
YCBR(—t) (ir)
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1. Si ¡~~I < Rti + 1, como para todo y E Brú(u;) se verifica
— ¡x¡ =¡u — ¿c¡ < ~«—~)!=¡y¡ =¡¿e¡ + U].
Litego
(uo)~(y) = +00, y E BR¿Qe) 4 ¿¿(u;,ti) xx +03.
2. Si ¡¿e ¡ = It]. + 1 entonces
y(¿e ti) — ¡:e¡ — U>]
.
De esta> forma, la 1)ropie<la<l
= ¡u;¡ — It]. =1
i¡iíplica
¿¿(¿e,].) = (uo)*(yLInL(u;, ti)) = 0. o
JI)c Forj’na art áloga se ni í ¡estra e] siguiente resultado:
Teorema 10.35
La solución de La¿n—Oleinik del problema
en [UN x (lR\{O})(P)±00,1 { = R¡Vu¡
uQe, 0) xx u0(¿e), ¿e ~ [UN
para





si h~¡ < 1
si [r¡=1
si ¡u;¡ > 1
¿¿(¿e, it) = { O
+03
si ¡u;¡ + Itt < 1
s [n¡+R.ti>1
míentra.s que en los puntos (á~, ti) tales que ¡á~[ + U.]. = 1 se tiene











{ o+00 s’¿ ej < 1:~‘ ¡34>’:
u
Él
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Demostración. Él
Argutnentan do rara ti < O (cl razotí amiento pata> t > O es art alogo) , la
pr ¡cija emplead a> ej la <1cm ostíaci ójí <leí ‘Teorema 10.34 ji er¡ri ¡ te es cr i 1> i j 4
ti (¿e, it) = mf (uu),. (y) = (u0)~ (yL,iL, (¿e, ti))
y~Bg4...~í (ir) ‘4
xx ¡¿~¡ + U! si ¡~¡ + It! < 1
yLWlQe, ti) = . ~‘ , Él
yu,¡,, (¿e,it) E BR(1) (¿e) arbi trajio si ¿e + ¡<it > í . o Él
Observación 10.36 ‘4Los casos (701151<>erad os en los Teo renías 1 0. :34 y 1 0.3.5 se refieren a> datViS
‘TI iscontijítios para los que. por tanto, jjo puede babee jjj’ji<:i<lad Sin ejril,aj go.
las sol jj Ci Oil CH allí (7) 17> teí ti das tL 00,1 y ~ , respeV7t j vaí ii e u te, son nno s en
‘4
el se Viti do <le las fó rjn tilas dc Lax—() ¡(i ji i k . es decir:
es sol jicioj ¡ Fuerte de viscos i <1 a~ 1 deI prob 1 ciii a ‘4{ it< = It¡V’u¡ en LE.N >< llt~
(Pt~ 1 $00 si ¿ej < 1 ‘4
uQe. 0) = si i~ ; : ‘4
y para ccalqí>í er otra subsoliicíój’¡ ‘u de ( P )109 ¡ sc verífica
xx (W00j~ cii x LE4.. Él
2. ¿¿.. __ e.s sol ji cié j ¡ Fuerte de viscos <lad del prob 1 etna s
= R¡V’u¡ en 11’{N x(P)1001 j it(¿e, 0) = { +00 sí ¿ej < 1 Él
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y para cualquier otra sIVh)ersohución u de (P)100,1 se verifica
= (¿¿-~,í» en ITt x lIC.
3. ¿¿~,j es solí¡ción fuerte <le viscosidad <leí probleVua
xx It¡Vu¡ en IItN ><
(P400
uQr,0) = { +00
y pala ci tal qí¡íer otra siibsúl u (¿ión u dc ( P ) ~ se ver ifica
*it en 1p,N x IIt±.
4. ~ es solución fuerte de viscosidad del problema[?t¿ = R¡Vu¡
u(u;,0) =








y para ci>jal<Ii>Vier otra slVpersolucióu u de (P);001 se verili(:a
en JEt x 1R.
Observación 10.37
Los casos extremales cx = —00 y a- = ±00 pIVedelí ser taVulJien abor<Iados
jrie(Tliante algi>Vnlentos <le convergencia. Asf, consi<lereíuos el probleni a apro—
= R¡Vu¡{ ¿¿Qe, (1) A¡¿n¡14.~>, u; E IItN
cuya sol tici oit ~Jara. ev < — 1,
f +03
— Rti]±)¡±cv= A(¡u;¡ — U.ti)í±Ú
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Clarainejí te se tiene qije
VQn, ti) E lien ti~tj Qe, ti) =9
(Y —OC
es jj u a sol tj e ón di.s o niti>i 2HZ dcl prolJleen a
xx It¡Vuj
uQn,0) xx { $00en hItN y (li{\-{O})sj ¡¿e¡ < isj
sj [¿¡¿[> 1.
Notese <íI¡e la convergencia cx —4 —00 provoca> tiria pér<lida de la coujtitijjida<1
y, cojj el la, de la> unicidiad, aunqíre
V~(¿e, t) = { +00
o si
si ¡u;¡—Rti<1
— It].> 1 (¿¿00.í
)*(¿e 1), :t¿ E í><>N, ~ >
es la jijlica. s(JIjV(7ióVTI fuerte <leí IJtOlJlcll’ia> (I’’)1001 (‘Ii ~1 5(S¡jti(Tl(J jdSi=tti\’Oa
sol~icioi~e5discontinuas descrito auteriol7nldnte y’;
V~(u;, it) = { +03
o si
si ¡¿e¡-’Itti<1
— Itti> 1 } = (ti....002 ).Qe,’it), ¿e E
es la. jj ni ca solui cion <le viseos i da-tA del prob 1 ciii a- (1>)— c.Vt el sej it VI U a>VI te.s
jeseitit(¿lO. Ucenérdese qiVe ~ todo ¿r E
~‘gWQi¿, ‘t) =9 { 4~ si ~e[=1si Le¡>1 Hin V*(¿e, it)1-40 — +03(‘1
(tj¡ajjdo cx > —1 se tiene
¿¿<,j(u;, ti) xx A([ ¿ej -1— U.t]±)í±0,u; E lUN, ¿ c IR’,
lO <‘1 IjU <ld~tCVjfliV7Ia. que





Le! + 1-?.!. < 1





sj ¡¿e¡ — ¡it < 1
si ¡¿r¡ — Itt = 1








hiN, it < o Él
Él
si ¡¿t¿ < 1
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sea cita solución discontinuo. <leí prol >leena
= It¡ Va ¡ en
(P)4.001 j






Ajíálogame.nte a como ocurría en el caso anterior, la convergencia a- —* +03
pr(Jvoca una perdida <le la utiicidad. Ahora
1’V’(u;,ti) = { o si
+03
¡¿ej +Rti< 1
si kn¡+Itti= 1 (¿¿±00,í)*(u;,ti), u; E LUN ti >0
es la ~íníca solución del problema (P 4.±00,1 en el sentido anteriorjuente descrito,
y
V¾(u;,ti)= { ~ si ¡u;¡ + U.]. <71 ‘1
si ¡u;¡ + Rti> 1 5 = (¿¿±00at}~,0~ £ E
es la un ica solución, en el seViti~1o pre(17isado antes, <le (P) ?w
VgN ti<Ó
o
10.2.3 Tránsito de harniltonianos superlineales a linea-
les.
F>aj.e(~c nati~ ral estudiar la convergen cia de la sol tictón ¿¿(<15 del problema global
u; E tUN
cuajído tu —* 1 en funcióri <le los diversos valores de a- E IIt
1 . a =—1 Aqn í sólo tiej)e sentí <lo el co¡ri portan)> en to ti —03.
sídera,r vn —4- 1 en
Al con-
para it —* —03.
sc obtiene, de forma heurística,
Ven ~ ti) <—~ A R’4.”’(—ti)’4.~’< si ‘t-4-03
acorde con el resultado del Corolario 10.33.
:392 Ctx P [Ttj LO 10. L.x EC UACI O N SIN 1:1 ERTII [IBArl.
2. ml De Fornía i nened iata se verifica
A tLjt(¿n,’t), (¿n.ti) E IITiN x IR.
3. a->—l
ctialqlViet itt > 1 y
Para el comportamiento ti —* —03 se tjeVtc o E ¡ — xx IR > una






I’iín((i + cx)A¡yL~,iS(¿e, ti) ¡)L55—1 Él









Qqomo es hal7)itl Val C denota la IJase de los logan tinos neperianos) li ace
q ue 5c. tenga
ibm le(tn) = 0.
‘55—}j
(Domo >7> (7) r otra >T)art(~~
entoVices se veritíca






























10.2. HAMILTONIANOS CON CRECIMIENTO LINEAL. :39:3
Para estudiar lo que ocurre (17iiando ¡u; ¡ > R.( —ti), denotemos
eS lirnti _ [u;[ huí Qn —1)
don de bern os ti ti hizado nuevarrien te la propiedad (10.36). De esta
hn e = In (li¡) + uní Eln(en —1) + Vn ( 34
— U.(—ti))l




(tu — 1)hi(m — 1) + li~ (4%
)
ii’i — 1
lilITí (1711 — 1) ln(t’n — 1) = 0.
Por tanto,
LS1-.41 ~ ti) xx { O+03 sj ¡u;¡ > U.(—’t)
conforme con el resultado (véase <he nuevo el Con 1 ario 1 0. :3:3).
Por otra harte, cojrio ev E I~, = J -‘1,
ni — 1 [IJara ni> 1 verificando
a-Qn — 1) < 1,
entonces, a j)artir del Teorema 10.2, se verifica
~ ti) C00ti’~~—’ para ti —* +03,
por lo que el lítiuite ¡711 —Y 1 lleva, heutistícajírente, a
líen ~ (¿e,].) AItt±Otií±&si ti 4 +03,
resultado acor<le al obtenido en el Corolario 10.33, pues
tia,t (u;, ti) “-‘ ARt+t~tit±c~ si ti —Y +03.
De hecho, las estimaciones locales <leí gradiente ~7)erjulten
1robar ha
convergencia




ttni-jorinemente en sub(:onj un tos compactos.
:394 CAl’ íí’ij LO 10. LA EC U AClo N SIN 1’£111’ 1.! [<HA1<.
Los casos y o xx + 00 17> seden ser tarniJí éVí 77)t ¡si ti cta(Tios ci ¡ el
estuCho tíe la convergencia> de lja>VriultoVlianos s¡VI7)ejiinea>les. AI¡ota lOS lt’ú..
rctn as 10.20 y 10.22 ti en en tui papel tlesta(7aC10. Et electo, mc ¡erd ese la
cx 17> ~
¿¿—c.on~ (¿e,].) = { (<u [¿n]~)¡5+00, ti<0¿>0,
pC)r 1<> q uje carece clo=sentido la convergencia- para ti > O. U lara>jtieVite,
Lis ti—
00,LLL (¿e, ‘it) =9 { o+03 It(—t)si [1— ¡¿e¡]4. z¿’.






(ti < 0) Él
(véase el Teorema 10.34), pues basta ol7)scrvar que al set ¿ < O
1. Si ¡¿e¡—Rti’<l t1—¡¿e¡>—Rti>04jl-’¡¿e¡]4.>—Rti>0.Lluegu,
hm ¿¿00,L5~ (e ti)—±00.
LLL>4V
2. Si ¡u;¡ — Rti =1 1 — ¡¿e¡ =[1— ¡¿e¡]±=—Rl. Por bajito,
Él
‘4
¿¿~00,LIL(¿t, ti) = 0. Él
De forVna análoga, si considerajrios la funcVon





n tíevaun ente carece <le sent icho ha convergen cja para ti > 0. Además.
ti ¡‘Vi ¿¿<~.-<>,~(¿t. .1’ti) xx ‘[y
O
+03
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coí ncu de, argumentando como en el caso ajíterior, con la función
(u;,].) = { +03
(véase ahora el rl~ 1 0.35).
Observación 10.38
sí ¡34 + T{’/ < 1
Po<le.m os ratificar los resultados obteni<los en el estu<lio cíe los casos “ex—
treinos” ev = -‘00 y Os = +03 V71’iediallte un doble paso al líji71ite.
[~ Aquí, “u0 (¿e) — A ¡¿ej ~4-c~” significa
+03,
A,uo(¿e) = { o, ¡u;¡ < 1= 1
¡34>1.
Forji cmos la suces ¡oí’i { a-(m)
[>1>1— 1 } i
Como para cada en E] 1, 2[ se verifica que ev( en) < —i ciitonces,
Teorema 10.9 sabemos que la solución del h7)rol7)lCma




¿¿(u;, ti) .-‘~ (t00(—ti) í 17~NjL
2z-i-y = (t
00( si ‘it-Y-OC
donde la constante 000 = C?00(A. o(m), It, V7171) está defini<la en (10.22).
De esta forma, haciendo tender su ½1, obtenemos
lien ¿¿a(I~s),LIbQe, ti) = O si ti Y ‘03
L,’-4j
resjilta<Io acorde con el Corolario 10.33 puesto tIce, en este caso; la




y”(lSt iii (17 a
C,u’Í’ruLo 10.
2. ¡~ Ahora, con la expresión “uo(¿e) =
‘uo(u;) xx { ?k,
LA ECUACION SIN PERTU RBA [1.




Cou ts <Icre jiios la’ sti (17c.5[(77)11{ cx(jtí) Sr 1
[‘ti — } ILL>t
A partir del i¾oma- 10.6, la solii (¿ión del problen í a
=
‘¿t(¿e, 0) xx A ¡-¡• ¡
en 1U,Nx]~ 03,T~tE
¿nC
vjej¡e CIada, í >aja ¿e E JE{N y — —— < ti < T~’>, por
¿¿4L5L),L1~(¿C, ti) —¿‘~15(¿e, ‘T$]¿’~ — ti)
doi¡<le ¿‘LS esta> definida en (10:35) ~
(111— I)LLL—I
It




LLL*I A,: ¡1 ±o(s~) ‘uo(¿e) =
Es¡ esta sit~¡acíón la ftVnciójl hÍV11i i te




estaja definida pata ¿e C [UN y —00 <7 ti
(





























10.2. HAMILTONIANOS CON CRECIMIENTO LINEAL.
¡ u; ¡ Li’
Itín’” A’” — ti
1 — (‘tu — i)Líí—1
1~ [¿e¡xx A[¿n¡ ¡ 1 -‘ It]. l-’Rti
Rm LISA Lii ‘
1 — (iii — l)Lís—t
<1(7)11 de
‘1¿Qr, ti) E





1 (en — 1)Ln—1
Coí71ío h7)a.1a. ca<la ti > O se verifica
liii’t ~ = 1
Lfl’t (ti)
entonces, para todo e > O
1 — ¿ < vdti) < 1 + E, O <tu — 1 ~< 1.
Distingu’tn’tos has diversas situaciones que puedeV’t presentarse:










VV(¿e, ti) =9 LLi>41 tl~dui,),Lli(¿e, ti) xx 0.
CAPÍTULO 10. LA EdIJAdMON SIN [‘ERTIJRBAR.
(b) ¡¿n¡ + 1<>]. > 1. AI’tora ‘PQe, it) > 1 p<~~ lo que basta totítar
(1 < e < 1 -‘ WQe,ti)
para obtener
De esta torrija,
VV (¿e, ti) -‘ Hm ¿¿o, (~íi) ,,~(¿e ,ti) xx +00.
(c) ¿e + It]. xx ¡ . En esta sití’tacioi’t sc ttenc XJ¡ (¿n,ti) =9 1 por Itt Q [Ve
ti \
VV ( ,ti) lit’j’j ¿t<Lii),Líi(¿e , ) = CX))
1
iii -‘ 1
( hin’t ‘PL~ (ti) — 1
1)55+1 ni
U./ í’t’tLSLALIS»> 1 — (tu — 1) Li—
tti -‘ 1 (í’tí -‘ 1 )Líí—t RrnfliALií—íit
entonces, por la regla de 1> ‘Hópital se verifica
Lii’41 PLii(É) — 117171 — 1
It].
— huí
1 — Rti Lii4I




1 -‘ J{it LW4’t
si ti>0
sj ti<th
Luego, en esta región, se tietie
st /7>0
st 1> < 0.
Por tanto, la función VV vietje <letert’ti itta-da i7)or
































10.2. HAMILTONIANOS CON CRECIMIENTO LINEAL.
10.2.4 Generalizaciones.
(Jonsi<leretrios el problen’ta
(P) f u~ H(Vu)
‘[y u(., 0) = uÚ(.)
en 11{N y IlTI±
en
(IOV’t(7lc. r’tuevau’tente, con el fin <le si’tuplihcar, sólo consideran’tos el pro






(=072le2 E IR y
con A > 0, d2 E ffi> y
u0(u;) <A¡u;¡’i4.” + d2, u; E LEt
cx C IR. Entonces cualquier solución u de (Y>) 23t-r2>jict1
u(u;,t) =~ + le21±d2






H(p) =R[p¡ + le11, p E IRN
con le1 E IR. y
‘¡¿¡Qe) > A¡u;¡l±0+ d,, ¿e ~ JEt
con A > 0, dí E [U. y cx E IR. Entonces cualquier solución u de (P) veriJfra
u(¿e,’t) =¿¿(u;,ti)+kíti+dí
donde ti está definida en (10.37).
donde
‘
2E1 problema retrógrado se abordaría de forma parecida.
ml
Él
400 CAPITULO 10. LA ECUACION SIN PEInURBAR ‘4
Corolario 1.0.41>
Suponga-titos las condiciones
+ le, p E IRN ml
con k E ~ y xx Aw ‘t-s-~ + d, u; E lUN
?io(¿e)
con A > o, d ¿ LE> y Cx E [U>. Entonces la solución u de (1>) es Él
uQn, /7) xx ¿-¿Qe, ti) + kt + <1,
siendo ti la juncion definida en (10.37). 4
Corolario 10.42 ml
Supongamos las condiciones
H(p) xx It p¡ + le, p E [UN Él
con le E IR y
A[¿e 14.á + d1 =n0 Qe) < .4[i¡’i~’ + d~, ¿e E Él
con A > 0, d1 =d2 y cx E IR. Entonces cualquier solución u ¿ (P) ce rijica 4
¿¿Qe, ti) + le]. + d1 =u(¿e, ti) =¿¿(¿e,].) + leí + <‘2
En particular, para cada u; E IRN, se verifica ‘4
~. 21QÉ, it)le si o’<0 4
1-44.00 ti
uQe,ti) AR + le si a- = (3
‘it) _ ARI±a si cx> 0. o ml
Corolario 10.43 ml




10.2. HAMIUFONIANOS CON CRECIMIENTO LINEAL. 401
con le E LE. y
hiVíl uoQr) —A>0
con A > O y a- E LE.. Entonces cualquier solitción u de (P) verifica
¿¿(u;, ti) + le]. + d1 <u(u;, ti) =¿¿(u;, ti) + le]. + d2.
En particular, para cada ¿e E [U,N, ~ tiene
~. u(u;, ti) = le sí ev <0
¿-4+00 ti
liV7fl u(u;,t) = AIt+ le si cx = O
<-44.00 ].
IJVTV] u(u;,’t) — A It
14.” si a->O.
Demostracion.
Basta tener en (17uenta que l7)aIT¡. cada e > O se vetifica
¿¿(¿e, it; ~41>(.))+ leti + d7 =u(¿e. ti) =¿¿(¿e, ti; .
0g2)(.)) + le]. + 45
(7) ti<he
= (A — c)¡u;¡¡+C* ~ C
y
~C2)Qe) = (A + ¿)¡¿e¡’i~” u; E jpN ~
Corolario 10.44
.-Stuponqainos que
lien H(p) — It >0
lPl—>+00 jp¡
y
lit71’i uo(u;) ______ —A>0
con A > O y cx > 0. Entonces cualquier solución u de (1>) verifica
u(u;, ‘it) _ AEí+a
CAPÍTULO 10. LA ECUACION SIN I’ERTIIRBA[{.
Demostracion.
flriO (ni part i <¿1 ji ar <Y > — 1, para ca<Ia ¿ 7> 0 sc. verifica que
(A -‘ ¿) (¡¿e¡ + (¡< -‘ c)ti)’~” + le7ti + dI =u(¿e, it)
< (A + E) (¡u;¡ + (II. + )].)t+Ú + ~ + d~, u; E JE{N ~ > ~
De esta forV71’ta. al ser a- > O
-¿¿(u;. it)(A — ¿)(R — < lien it’tf
— t—++00 t~+>
<-4+00 “ (A + c)(U. + ¿)¡±«
Fi ac.ic¡ 1(710 tender ¿ —* 0 01’)tenej’t’t(7)5 e] resu 1 ta<l (77). o
Observación 10.45
E Vi el caso e ji qi ¡e cx < O so] (77) ¡7)0 (T1e171íos decir q j e pa¡a caATl a E > O e xis17(71 ¡
<los constantes k7 y le~ con le7 =/4 tales que
lef =hin itt1 ‘u(¿e, it
)




lDui efecto. iJasta. tener en cttejita que paia ¿e ~ iTt y ‘ti > O sc. ven fi ca
(A — e) (¡¿e¡ + (U. — e + lel]. + CII =uQe, /)
< (.4 + e) (¡u;¡ + (It + ¿)].)¡±(>+ /4]. + d~ si —1 <a-<0
(A — e) (rw¡ — (U — e)t]±)t4.o
=(A + e) ([!:r! — (It +
+ AJti + CI7 =¿¡(u;, ti)






















La ecuación perturbada. 




11.1. SOLIICIONES UE SIMILAR.IDAD. ,407 
yQy(() = (1 - 9) [Rlf(()I”’ - A(J(())“] = 0, ( > 0. (1 1.4) 
I 
f(E) - 
11.1. SOLUCIONES DE SIMILARIDA». Ir(Kl 
1L,(:c,t) E 0 (9 > 0) y uz(z,t) = (&Jh (9> 1). 
(11.7) 
I 




& -L- m-1 +xk”‘= 0 1 j k = 0 6 x:= 
( 
X(111 - 1) 
) 
Por t;tnto> ol,teoenlos 






41‘2 CAPíTIJI,C) 11. LA ECIJACI6N F’EHTI.IH.HAl:)A. 
& + XJ' = U' + W'l =+ .f t X( 1 - q).f' = (1 - (,)[[f" + qj.1, 
Así, si ,f’ 2 0 cntoncrs 
.f+q1 -q)f” = (1 -q)((+R)j”* f’= &(&+v). 
con 
Y 
P(?/) = 6 + Ay” = & (1 + X( 1 - q)!,c’-‘) 
Q(z) = :c + R 
11.1. .%LU(::IC)NES DE SIMILAIiJDAD. 413 
414 CAPí’TIJLO 11. LA EC:IJAC:IóX F’I:HTIJII.H.AI~)I\ 
P-(:1;, y) = -L 1 
I- <, !/‘-” + X(1 - q) 
Y 
i)F” I (1 -9)y-9 1 --=- 
&J 1 - 9 [y’-q + A(1 - q)] 2 = y’qyl-(J + X(1 - 9)]” 
W’ 1 -= 
ih y [y’- + 2X( 1 - 9) + xy I - ‘/yy”-‘] 
yq [;cp + X(1 - c,)]’ = yq [?y- + 2X(1 - q)1/1-4 + X’(1 - ,g] 
= y-9 + 2X( 1 - 9)y + X2( 1 - 9y:y” 
= y [y-q + 2X(1 - 9) + X2( 1 - yyp] 
4Y) = 
1 
yq [:pJ + X( 1 - 9)]’ ’ 
CO11 lo que 
&*(z, y) = 
2: + K. 
?/,J [y’-’ + X(1 - 9)l’ 
(::01110 
9-I P’(:c, y) 
d:L. - 1’ = Q*(:C,y,) 
* P*(:c,y)& - &‘(:c,y)dy = 0. 
C(!/) = -K. J 
cl!/ K. rlz 
‘J” [‘/‘-” +X( I - q)]’ = 1 -q s [z + X( I - q)]’ 
= ([c(I:t:I + f<i) - X(1 - ‘i)l]+)k = ([+l + (CR.- X(1 - <,))t]+)*, c E IIt. 
<‘I I:li(:n 
.vc(:l:; “) = t 
CL i ’ 
/:c/ - V’ (y q) )lJ 
& 
- H. 1 ’ : c > 0. + 
11.2. ~HC)PIEDADES COMIJNES 1’AH.A 111 > 1 Y 111 = 1. 4i7 
Observación ll.5 
Claralurnte: 
C(IZI+r~t)-X(l-(I)t=X(l-q) H+t-t (K. )” = w$.; 
‘>c(:~;t) > 0, (:1:,1) E ((LP x R+)\{(O,O)}) y ~l~,(O,O) = 0. 0 i 
ll .2 Propiedades comunes a hamiltonianos con 
crecimiento lineal 0 superlineal. ! 




(b(i)= (h(<i~l)t)~: 220 
4’LU CAI~~TIILC) ll. LA E(.:I.IA&N FWUUH.IIAI)A. , 
u(:c,t) 2 ([(u(:,x,t))- - X(1 - “)l]+J+ si /, 1 
I 
42‘2 CAI+,-III,(:) 11. LA EC:IJAC:K/)N t’ImwImA[).A 
u(z, t) = U(5,t) si q = 0 
l 






424 CAPíTULCl 11. LA ECIIAdN F’EHTIIRL3AI)A. 
11.3. HAMILT~NIANOS C:C)N CRECIMIENTO LINEAL. 425 
ll.3 Hamiltonianos con crecimiento lineal.’ 
, 
1L(Z, “) = $00; t 2 ? (0 < - 1) 
/ 
Corolario 11.19 
si q # 1 y <y < -1 la S011L&ó?2 ‘U de (P)x,‘?,q,J cs 
11(:c, t) = ([ A’-“([l:cl - Rt]+)(‘+“)(‘-d - X( 1 - +]+)* (ll.‘lo;) 
l 
,,“ln :L’ E IRN 7J t ) 0. Por tmto, I 
I 
l 
,u(:z; t) = +m * t 2 -. 
R 
,ui,(:z) = Al:CI’+” = “ 1, :,: t lRN 
I:,:(r-1 
, 
11.3. HAMILTONIANOS CON CRECIMIENTO LINEAL. 129 
.u(:c, t) = 
AAo AZ-‘IzI + H.(Aq-’ - A;-‘)1]+) 
Y 
d’(L) = -2 & T5i t > 0 ( > 
I 
,u(z;t) = ([Al-“+l + (RA’-‘l -X(1 - q))l]+)* , t 2 0. (11.:18) 
( ) 
1 
lilll ,u(:,, l)h = 1 
Y-l 
ii+C.2 X(c/ - 1) 
, 
11.3. HAMII:IWNIANOS C:C)N CH~ECIMIENTCI LINEAL. $33 
1L(X, t) = 1 1 
A~-‘(lzx + [t~)P+4k’) +qq- I)t 
- (h(<,: J?. 0 
/ 
&(O) = & (K,t,(O))(‘+“)(l~ri), / 
,u(:I:, t) = ([Al-‘( I:cI + Ki) - X( I - q)“]+) h 
11.3. HAMILTC)NIANOS C:C)N CKECIMIENTC) LINEAL. 
I 
(:x,t) E IIP xiR+ : t > - ~ R 1 
11.4. HAMILTONIANOS CON CRECIMIENTO SUPERLINEAL. 437 
I 
I 
1l(:i:>t) = [U(X,%) - At], = 
1 
[A ([I:cl - FU]+)‘+” - X1]+ si N < -1 
[A _ At]+ 
j 
si n=-1’ 
[A(I:cl + Rt)‘+” - At], si cu>-1.1 
Por tanto, l 
:qÍ-¿Tx ~O<l+cu<I*U(Z,t)=O si t>l,(z)con 
(ll) piq =+ AK.- X = 0 =+ ~u(z,t) = Ao(:cl, :c E IR”: t. 2 0. ~ 
(c) r--- A > A, =+ AH. - X > 0 =+ u(z,t) - (AR - ,i)t si 1. + +m. / 
.5. Iru =+ 1 + cy > 1 j u(z,t) N AR’+“t’+” si t + $00. q ’ 
l 
ll.4 Hamiltonianos con crecimiento superlineal. 
c,\PíTIJI.C) ll. LA EwA(::lh ~>l:r{Tl~iH,ri,\i).~. l 
u(:z; t) = ([Al-q - A( I - CI)“]+)& si q # 1 
At:+ si </=I 
11.4. HAMILWNIANC)S CON CRECIMIENTO SWEH.I,INEAL. 439 
ento?Kes U(:c,t) = $03, :c E IRN, t > 0.: 
2. m j u(:c,t) = ([Al-q - X(1 - q)t]+)*, :c E Ii?“, t 2 0. i 
110 CAP~TIII,C) 11. LA E(::IJA(::I~N PEIWIIH~H.~I~M. 1 
11.4. HAMILTONIANOS C::ON C:I~EC:IMIENTO survm,ii\‘fiAL. 441 
([(U(#. - X(1 ~ “)t]+J+ 5 u(z,1.) 5 zq:c,t). (11.20) 
l 
(1 - 9x1 + “1 2-k 
<” 
9 
1 - rv(m - 1) 
> 1 a (111 - q) <y > q- u N > -. 
111 - q 
(1)) Ahora 
1SN 1 
1 - N(111- 1) = -’ l-9 
La expr”“i&l ( Il. 19) la ol~teneI~los 
tlividiet~do (11.20) por th. Atkimás, , 

11.4. HAMILTONIANOS CON CRECIMIENTO SIJPEKLINEAL. 44:s 
u(2, t) = [U(:c,t) - At], , z E IRN, t 2 0. 
, 
2. j<r =+ u(:c,t) = [A - Xt], , :c E M.N, t 2 0. 
(b) m] =+ ,u(:c,t) = [AI:cl + R(A”’ - A;j’)t]+ > :I: E llI”; t >: 0, 
dorsdc 
l 
,u(x,t) = 0 si t > T,(z). 
444 C,\PílwLC) ll. LA FmIACION I’EH1‘lll{EiAI:)i\. 
T,(z) = 
1 
se tiene / 
M(z, t) - At < 0 si t > T,(x), 
por lo que 1 
U(:C;t) = 0 si t > T,(:c). 
4. 1311 este caso IxLsta ol:,servar 
44fi CAPÍTULO 11. LA EC:II,\C:l(iN I’I:l~TIIII~I:~AI)A. 
1. .si m Ed771cF~5 1L(Z; t) = +m, :c E RN, t > 0. 
2. pF=T =+ 1L(:C:t) = ([.P’ -X(I - q)L]+)h : 2: t IR.“; t 2 0, 
(1:)) 
lim sup 7 < ([CL” - X(1 - q)]+)” u(:r:, t) 
ti+w> %I-, - 
(11.21) 
11.4. HAMILTONIANOS CON CRECIMIENTO SUPEKLINEAI,. 447 
([(AI:@+ -X(1 - q)t]+)& 5 u(:c,l) 5 A,x,$ 
.(:,, t) = A&l*, :1: E RN, 12 0 
([(,q+yl -X(1 - q)f]+J+ 5 U(:C,t) 
1/ 
u(O,t)=O: O<t<T,. 
([(Al:++“)‘-” -X(1 - q)t]+)* 2 ,u(z,t) 




11.4. HAMILTONIANC)S WN CXECXMIENTO SUPERLINEAI,. 440 
(u(:c, t))‘-” - X(1 - q)t < 0 si 2 > T,(z), i 
ohteni&ltlose 
u(x,t) = 0 si t > T,(x). 
(1,) .411ora 
1SN 1 
= -_ La ex[xwión (11.21) la ol,t<~nrmos 
l-cY(m-1) I-q 

11.4. HAMILT~NIANOS CON CRECIMIENTO SUI,~EKLINEAL. 451 
, 

11.4. HAMILTONIANOS c::~N c::H,Ec::IMIENTo SI.IPEH.LINEAL. 453 

11.4. HAMII,TCNANOS CON CRECIMIENTO S~JPEH.LINEAL. 455 

11.4. HAMII,TCNANW CON CRECIMIENTC) SUPEI<,LINEAL. 457 
458 CAI1íTUI,O 11. LA EC:lIACIóN F’Efi,TliI~,I<Al)i\ 
11.4. HAMILTONIANOS CON CH~ECXMIENTCI SIJPEKLINEAL. 
y(,,.) = [l + .;‘-*,&: 7’ 2 ” 





5 2 i ) 1 
1 si cu<- 
= X(q co11 ’ - l)t 0 si 0 > -1. 


464 CAF’í’TIIL<) 11. LA ECUAClt)N F’ER’I‘I~IH,HAI)A. 
Demostración. 
Y 
d’(t) = - l 
&lil)ti)*‘t>” 
11.4. HAMILTONIANCZ CON CH,EC:IMIENTO WPEH~LINEAL. 
4fifj C.4PíTULO 11. LA EC:IIAC:I6N f’EHTIII~~I<ADA. 
r>;Il(:C,f():ïI)) = o), 1):7J(:c; f(lc1:l)) = 
1 
0, L$!+&] 
w4:kfhl)) = @ r):IJ(:C;.f(l51)) = -5 x(y ~ ,,‘(ii,cc,)),, * :o 
[ ( ) 1 









La naturaleza de estas 
ecuaciones. 
474 .dI~‘ÉNI)I~~:E .k. LA NATUH,AI,EZA DE ESTAS ECl~lA(:IONI:S. 
I 
i\.l. SC)LIIC:IONES CLÁSICAS. MÉTODO DE LAY; C:AIt.A(~:TERíSTIC:AS. $75 
476 iWiNL)I(::E -4. LA NA’I‘UItALEZA UE ESTAS ECUA(::lONEES. 
A.1. SOLIICXONES CLÁSICZAJ. MÉTODO DE LAS C:ARACTERkTICAS. id77 
I 
Ejemplo A.2 
Si H(p) = p’ y u,,(z) = :c’; las características tlr (A.3) vieneu dadas por 
X(,, 1) = :I: + O;d 
l 
y ya. no sm pualelas. .4clemás, si :c, # x2 con CC, + x2 < 0 se verifica q116 
47s Ar~ÉNI)ICI: A. LA NA'I‘IIH,ALEZA I:)E ESTAS Ecli~(::~(:)I\l?i. 
T(x) = 1. q  
.IL;( :c) 
A.2. SC)I,IICIC)NES GENEKALIZADAS. 479 
A.2 Soluciones generalizadas. 
F(z,1L(z),vu(z)) = 0, z E Cl c lRM , 
480 .4PltNL)IC:I3 a4. LA NAl’I.IKAI,EZA 1,113 ES’I‘AS Ij(::l~lA(::IC)NI:S. 
A.3 Soluciones continuas de viscosidad. 
A.3. SOLIJCIONES CONTINIJAS DE VISWSIDAD. 981 
482 .bh’DIC:E .iz. LA NATlJIt.,\I,E%A DE ESTAS EC:IJACIC)NES. 
A.3. SOLUCIONES CONTINUAS DE VISCOSIDAD. 4h 
484 .4PÉNL)IC:E A. LA NATURAI,EZA I:)E ESTAS ECUACIONES. 
II(u - ~J)+llcx í ;Pi’ (IW - d+llm) (A.S) 
(A.9) 
A.3. SOLIIC:IONES CONTINUAS DE VISCOSIDAD. 4% 
4% API?NI)IC:E A. LA NATURALEZA DI: ESTAS ECUACIONES 
A.3. SC)Ll.I(::IONES (::OR’TINIIAS DE VISC:OSIDAD. d87 
Definición A.16 
sea 11 E C(0) y z. E 0. 
/ 
/ 
1) po E Wu(z,,) si 
I 
488 APÉNDICE A. LA NATUHALEZA DE ESTAS lK:IIA(::IONES. 
A.3. %~)LIIC:IC)Nl3S C:ONTINlIAci DE VISCOSIDAD. 
;F(z,u(z),p) 5 0 v’z E 0, vp E Wu(z). (A./3) 
0 
A.3. SOLIIC:IC)NES GOh’TINIJAS DE VISCOSIDAD. 491 
492 24PÉNDlCE A. LA NATlIH~AI.EZA DI: ESTAS I:(::liAC:IONES. 
/ 
.4.3. %:)LIIC:IC)NES CONTINUAS DE VlS(::C)SII)AI). 493 
494 APÉNDU A. LA NATIJH.ALEZA DE ESTAS EC:IIACIC)NES. 
A.3. ,%LII(::IONES C:C)NTINUAS DE VlSC:OSIDAD. 495 
[up]+ = lim 
l/u + Xoll - 11~~111 = inf II,u+ XaII - II~UII I 
.4-m+ x X>O x 




Análisis convexo. I 
Propiedades elementales de las funciones s.c.i. 
500 fbÉNI:)ICE B. .4NÁLISIS CONVEXO. 
yf(:,;, y) = lim 
y(:z; $ X:ig) ~ y(z) ~ i,,f y(x + Al/) - Yc: 
- 
ht<l+ x X>U x 
B.l. DEFINICIONES Y IWOPIEI)AL)ES ELEMENTALES 
Y 
y-(x, y) = lim 
cp(x + AY) - 4x1 
X-N- A 
= s,“,, Y(X + AYI - YP(:c) 
A<O A 
verificálldosc 
Y-(%1/) I Y+(:%Y). 0 
Definición B.4 
pM(1:) = ;q$ {< j, 3: > -y*(f)) tf’:c E x 
1 
.502 AF>ÉNI:IICE B. ANÁLISIS CONVIXO. 
B.3. TE(:)R DE ALEXANI)H.OFI‘. 503 
+‘+-,(:c)y y 2 -c, z E Kk 
B.3 Teorema de Alexandroff. 

1 
Apéndice C 1 
! 




~V(xT,l) = illf (CA) 
C.2. EJEMPLOS. 509 
íqq = O I 
si E=e 
$00 si [ # e. 

Bibliografía 
5 1 ‘2 BIBLI0GR.AFí.A 
-. 





,5 10 BIBLIOGRAFíA / 
BIBLIOGRAFíA 5.7 
518 BIBLICXR.AFíA 
[Lad-Ur] C).A.Ladyzhensl~rtya y N.N.1Jral’crvs. Limar and Qualilir& 
Elliptic Equations. Academic F’rcss. 1968. 
[Lan-Lif] L.I:).Landa~u y E.M.Lifschitz. Tcorh clásica de los campos. Voli2. 
Kevert;. 19s7. 
[Las-Li] .J.M.La,sry y P.L.Lions. A lImn& on Rc&wizntion in Hilbivt 








































Relación de Tablas 
